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Resumen

Contexto/Objetivo: La hidrodinamica de acuiferos karsticos es extremadamente compleja debido a su heterogeneidad y
anisotropia. Los modelos tradicionales basados en escalares o vectores simples no capturan adecuadamente las direcciones
preferenciales de flujo, lo que lleva a inexactitudes en la gestion de recursos hidricos. Este articulo revisa las aplicaciones
de la matematica tensorial para modelar el transporte de masa, momento y energia en medios karsticos, con el objetivo de
demostrar su superioridad sobre los enfoques tradicionales. Metodologia: Se realiz6 una revision integral de la literatura,
incluyendo trabajos fundamentales y estudios de caso, con un enfoque en la formulacion tensorial de propiedades como
la conductividad hidraulica y la dispersividad. Se analizaron cuatro casos de estudio: intrusidn marina, correccion de
direcciones de flujo, transporte de contaminantes organicos y no acuosos, y simulacion de espeleogénesis. Resultados
clave: La matematica tensorial permite una representacion realista de la anisotropia del karst, corrigiendo errores en la
determinacion de direcciones de flujo y en la prediccion del transporte de contaminantes. Los casos de estudio muestran
que los modelos tensoriales mejoran la precision en la gestion de la intrusion marina y en la simulacion del desarrollo de
cavernas. Sin embargo, se identifican limitaciones debido al desconocimiento de ciertos coeficientes fenomenologicos
en los procesos de termodinamica de no equilibrio. Conclusiones/Relevancia: El enfoque tensorial es esencial para
una modelacion hidrodinamica precisa en el karst. Su adopcion puede mejorar significativamente la gestion de recursos
hidricos, la proteccion contra la contaminacion y la evaluacion de riesgos geotécnicos. Se recomienda investigacion
futura para determinar los coeficientes fenomenologicos faltantes y para integrar completamente los procesos de no
equilibrio en los modelos.

Palabras claves: Matematica tensorial, Hidrogeologia karstica, Anisotropia hidraulica, Transporte de contaminantes,
Intrusion marina, Espeleogénesis, Modelado numérico.

Tensor mathematics of the hydrodynamic processes in karst:
Theory and applications in Cuba

Abstract

Background/Purpose: Karst aquifers exhibit extreme hydrodynamic complexity due to pronounced heterogeneity and
anisotropy, which cannot be accurately described by traditional scalar or vector-based models. This review synthesizes
the critical application of tensor mathematics to model mass, momentum, and energy transport in these anisotropic
media. Its purpose is to demonstrate the transformative role of tensor calculus in advancing the physical realism of
karst hydrogeological models and to highlight the inaccuracies inherent in conventional isotropic approaches for key
management issues. Methods: A comprehensive analysis is conducted through a review of foundational tensor theory
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and its specific application to karst hydrology. The methodology examines four detailed case studies: (1) seawater
intrusion dynamics, (2) subsurface flow direction correction, (3) transport of organic pollutants and non-aqueous phase
liquids (NAPLs), and (4) speleogenesis simulation. The formulation and solution of tensor-based governing equations
for anisotropic hydraulic conductivity and dispersion are central to this analysis. Key Findings: Tensor mathematics is
confirmed as an essential framework for capturing the directional dependence of hydraulic properties in karst. The case
studies reveal that tensor-based models correct significant errors in flow path identification, provide a more accurate
prediction of contaminant plume migration (including NAPLs), and offer a thermodynamic foundation for simulating
cavern development. A major constraint identified is the limited knowledge of key phenomenological coefficients within
the non-equilibrium thermodynamic processes governing karstification. Conclusions/Implications: The adoption of
tensor formalism is imperative for progressing from qualitative descriptions to robust quantitative predictions in karst
hydrogeology. This approach directly enhances the accuracy of water resources management, contamination remediation
strategies, and geohazard assessment. Future research must prioritize the empirical determination of unknown
phenomenological coefficients to fully integrate non-equilibrium thermodynamics into predictive models, thereby closing
a critical knowledge gap in the field.

Key words: Contaminant transport, Hydraulic anisotropy, Karst hydrogeology, Numeric modeling, Seawater intrusion,
Speleogenesis, Tensor mathematics.

1. Introduccion y la integracion de heterogeneidades aplicando la
promediacion estadistica de longitudes, volimenes o
areas elementales representativas —incluso para las zonas
de flujo y no flujo separadamente-, entre otras. Estos
recursos analiticos han sustentado importantes soluciones
ingenieras para la gestion de este tipo de acuiferos, como
son las relacionadas con la interpretacion correcta de la
direccion y magnitud del flujo, ensayos de caudal o pruebas
con trazadores, la identificacion de zonas de alta recarga
preferencial alineadas con sistemas de dolinas/fracturas y la
aplicacion de modelos de transporte reactivo para simular
e interpretar la dispersion anisotropica de contaminantes,
incluyendo su propia capacidad de autodepuracion.

La matematica tensorial es una herramienta fundamental
para modelar la compleja hidrodinamica de los acuiferos
carsicos. La aplicabilidad reside en su capacidad para
describir propiedades y procesos que varian en direccion y
magnitud dentro de un medio heterogéneo y anisotropico
por excelencia, como lo es el karst. En hidrogeologia
carsica, la matematica tensorial se utiliza principalmente
paramodelar el comportamiento anisotropico y heterogéneo
del flujo de agua ya que, a diferencia de los medios porosos
homogéneos, el karst presenta direcciones preferenciales
de flujo (fracturas, conductos, estratificaciéon) que no
pueden describirse con escalares o vectores simples.

Las principales aplicaciones de este recurso matematico,

La formulacion tensorial proporciona un marco matematico .
entonces, son las siguientes:

necesario y suficiente para modelar la complejidad

hidrodinamica del karst, permitiendo pasar de descripciones *  Caracterizacion de la permeabilidad y anisotropia
cualitativas a predicciones cuantitativas robustas para la +  Generalizacion de la ley de Darcy
gestion y proteccion de sus valiosos recursos hidricos. .

: : _ ) Modelacion del flujo en medios dobles o multiples
El enfoque tensorial permite una representacion fisica

realista de la anisotropia estructural y la conservacion de
propiedades de simetria en ecuaciones. Especialmente
importante es su formulacion invariante bajo rotacion del * Interpretacion de datos geofisicos y de trazadores

sistema coordenado y, sobre todo, su capacidad para acoplar +  Modelos numéricos avanzados (e.g., EF, VDF)
multiples procesos (flujo, transporte, calor, mecanica).

* Simulacion de transporte de contaminantes

* Analisis de esfuerzos y deformacion en la roca

Las bases tedricas de este tipo de andlisis han sido
Asi, en los ultimos afos se han obtenido excelentes desarrolladas, entre otros, por Schoeller (1962); Bear
resultados en la modelacion del flujo preferencial en los (1972); Freeze y Cherry (1979); Bear y Bachmat (1990);
acuiferos carsicos, desde los modelos mas simples de Bear y Buchlin, 1991; Bear et al., (1968) y Renard y de
doble porosidad/permeabilidad hasta aquellos de multiple Marsily (1997). Pero en su aplicacion al karst destacan
porosidad que incorporan espacios multiples jerarquizados los trabajos de Kiraly (1975); Long et al. (1982); Sauter
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y Liedl, (2000); Kovacs (2003); Reinmann y Hill (2009);
de Ro6ij et al. (2013): Hartmann et al. (2014); Chen et al.,
(2017), Zhang et al. (2021). Estos tltimos cinco autores han
desarrollado contribuciones especificas a la modelacion
numérica de los problemas hidrodinamicos del karst bajo
principios de analisis tensorial de algunas propiedades
fisicas de sistema carsico.

En Cuba los métodos se han aplicado en todas las lineas
de actuacion recién mencionadas. Asi, en temas como
la caracterizacion de la conductividad hidraulica y la
anisotropia, la generalizacion de la ley de Darcy y la
modelacion del flujo en medios dobles o multiples
(Molerio, 1982, 1985a, 1986a) han constituido la base del
Modelo Termodinamico del Desarrollo de Karst (MTDC)
desarrollado por el autor (Molerio, 1985b, 1985¢, 1988,
1989a, 1989b, 1989c¢, 1989d, 1990a, 1992a, 1992b, 1992c,
1992d, 2003a, 2003b, 2013a, 2024a; March y Molerio,
1987); modelos de transporte reactivo y transporte de
contaminantes y de masas en general, incluyendo trazadores
(Molerio et al., 1996; Molerio, 2005, 2021, 2022a, 2025a,
2025b) y en la prospeccion hidrogeologica en medios
anisotropos (Molerio et al., 1998; Molerio, 2005, 2023a;
Nuiez y Molerio, 2022). Especialmente importantes han
sido sus aplicaciones para reajustar las direcciones de
flujo subterraneo (Molerio, Alonso y Sardifias, en prensa)
y la extension de estabilidad de dolinas y cavernas con
aplicaciones generalizadas en Ecuador y Filipinas (Molerio
et al., 1990; Molerio, 1990b, 1993, 2018a, 2018b, 2019a,
2019b, 2019c, 2020, 2022b, 2024b; Otero y Molerio,
2022). En algunos ejercicios docentes de posgrado en
la Universidad de Pinar del Rio, los métodos fueron
introducidos hace muchos afios, fundamentalmente para
los estudios de transporte de masas (Antigiiedad, et al.,
1997; Molerio, 1997).

El tratamiento tensorial de la conductividad hidraulica
en el karst es especialmente trascendente y es, de hecho,
la base mas rigurosa y robusta de practicamente toda la
hidrodinamica del karst. En medios porosos clasicos, la
permeabilidad suele ser un escalar; pero en el karst, la
permeabilidad es altamente direccional, dominada por
fracturas, diaclasas y conductos y se representa como
un tensor de segundo orden (3x3 en 3D). De este modo,
captura como la conductividad hidraulica preferencial
cambia segun la direccion del flujo y, en el espacio
euclidiano, K se describe como una elipse cuyo eje mayor,
en funcion de la velocidad, se orienta a lo largo de una
fractura principal (Fig. 1). Perpendicular a ella, la K menor
se encuentra cuando se orienta en funcion de gradiente.

Modelar K como un escalar subestimaria o sobreestimaria
extraordinariamente los flujos reales; y mas aln, es
necesario considerar siempre que en karsts de desarrollo
extremo -aquellos dominados por el flujo en conductos-,
el concepto de medio continuo puede colapsar, requiriendo
enfoques hibridos o discretos. Y, como se ha insistido en
multiples ocasiones, el Efecto de Escala es critico, en tanto
puede resultar en extremo distorsionador (Kiraly, 1975,
1978; Molerio, 1984, 1986b).

=
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™

Figura 1. Relacion entre el gradiente (J) y la velocidad de
filtraciéon en medio anisotropico (Kiraly, 1978).

La solucion adecuada de la Ley de Darcy generalizada bajo
K tensorial permite calcular el flujo de agua en cualquier
direccion dentro de una red de fracturas interconectadas, lo
que es esencial para entender la trayectoria y velocidad del
agua subterranea en el karst. En la modelacion del flujo en
medios dobles o multiples las ecuaciones de intercambio de
masa entre estos dominios se acoplan usando parametros
de naturaleza tensorial cuando dependen de la direccion.

Asimismo, la dispersividad hidrodinamica (D), crucial
para modelar como se propaga un contaminante, es
inherentemente tensorial en medios anisotropicos 'y,
particularmente en un conducto carsico, la dispersion
longitudinal (a lo largo del flujo) es muy diferente a la
transversal. El tensor de dispersion permite modelar esta
difusion direccional, vital para evaluar vulnerabilidad y
elaborar planes de remediacion.

La estabilidad de los terrenos carsicos es una amenaza
de consideracion, sobre todo en espacios urbanos y su
tratamiento ha sido muy limitado en tanto es tomado,
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con frecuencia, como un caso fortuito. Solo en aquellos
casos en que constituye un peligro inminente se han
aplicado analisis mas robustos como en los hundimientos
sistematicos de las carreteras de Alabama (Waltham et
al, 2005). El estado de esfuerzo (o) en la roca carsica es
un tensor de segundo orden, en tanto afecta la apertura
de fracturas y por tanto la conductividad hidraulica. Por
ello, modelar como cambios en el campo de esfuerzos
(por sismos, variaciones de carga hidraulica, diferencias
locales en el campo tensional por la diferente competencia
y fracturamiento de las rocas) alteran el tensor K, en
tanto que, como acoplamiento hidromecénico afecta la
variabilidad temporal de la conductividad hidraulica en el
karst y, por ende, su papel en la redistribucion del campo
de esfuerzo/deformacion.

Por otro lado, los datos de tomografia de resistividad
eléctrica o de georradar se interpretan a menudo
asumiendo un tensor de conductividad eléctrica analogo al
de permeabilidad, lo que contribuye a inferir la estructura
anisotropica del subsuelo carsico (direccion de conductos
preferenciales) a partir de mediciones indirectas, calibrando
asi los modelos hidrogeologicos. Experiencias recientes en
el campo de dolinas de El Cayuelo han combinado técnicas
de georradar, tomografia eléctrica, microgravimetria,
migracion de contaminantes y simulacion del desarrollo
de cavernas bajo un esquema conceptual que integra el
sistema de flujo a una variacion en el campo de esfuerzos/
deformacion y alivio de presiones en el sistema. Las no
linealidades pueden tratarse oportunamente introduciendo
un tensor de coeficiente de no-linealidad.

Las tendencias actuales se mueven hacia la aplicacién
de tensores de orden superior para la heterogeneidad no-
Gaussiana, el desarrollo de métodos estocasticos tensoriales
para incertidumbre en K(x), el aprendizaje automatico
para estimar parametros tensoriales de datos indirectos y a
computacion en GPU para operaciones tensoriales masivas.

En este articulo se revisan con cierto detalle las prestaciones
de la matematica tensorial en algunas de las aplicaciones
relacionadas con la transformacion y generalizacion de
la estructura de la conductividad hidraulica anisotropica
en las ecuaciones de Darcy, Darcy-Weisbach, Richards y
Forcheimer en el medio cérsico en cuatro casos de estudio
y se comentan las inexactitudes que tributa a la gestion de
los recursos hidricos el enfoque tradicional y dominante de
a) la intrusion marina; b) el transporte de contaminantes
organicos, c¢) de liquidos de fase no acuosa y d) la
simulacion del desarrollo del cavernamiento. Se discuten
varias restricciones derivadas del desconocimiento

de algunos coeficientes fenomenoldgicos en los procesos
de la termodinamica de no equilibrio que controla todo el
proceso de carsificacion y cavernamiento.

2. Analisis y discusion

2..1. Formulacion tensorial de las ecuaciones
hidrodinamicas basicas en el karst

El modelo conceptual del karst descrito por Molerio
(1985a), lo define como un ente fisico, un medio acuifero
peculiar cuyo espacio esta caracterizado por las siguientes
propiedades:

Es un sistema termodinamico abierto, es decir, en
interaccion con el medio exterior;

Las variables del campo de propiedades fisicas exhiben
anisotropia tridimensional progresiva;

El espacio que constituye el medio acuifero se presenta
rigurosamente jerarquizado (Tabla 1);

La existencia de dominios de flujo inherentes a cada
espacio;

Un campo de propiedades fisicas que se define y
estructura para cada espacio;

La fuerte influencia del efecto del factor de escala
sobre el campo de propiedades fisicas (Fig. 2)

La elevada dependencia respecto al tiempo de las
propiedades fisicas;

La formacién y desarrollo de estructuras auto reguladas
de disipacion de energia;

 Un cierto valor de inercia del sistema (memoria), esto
es, la modulacion de las respuestas a los estimulos
inducidos natural o artificialmente, que dependen,
sobre todo, de su estado inicial, y, finalmente,

» La irreversibilidad del proceso de carsificacion, es
decir, su evolucion unidireccional.

La mas importante ecuacion de base es la Ecuaciéon de
Darcy generalizada para el medio poroso anisotrépico,
que se expresa del modo siguiente:

qg=—K-Vh

Donde, q = vector de velocidad de Darcy [L/T], K = tensor
de conductividad hidraulica [L/T] y Vh = gradiente de
carga hidraulica [L/L]. Habida cuenta que el tensor Kij
es simétrico y puede representar anisotropia debida
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Tabla 1. Espacios constitutivos del sistema carsico (segun Molerio, 1985a).

Volumen con

, Denominacién del e Longitud car- Régimen de e
Categorias . relacion al ‘e . Diametro
espacio . acteristica flujo
sistema
1. Cavernas V<1% km. No llneall de alta m
velocidad
2]
) . .
g | % Cretasy dis- No lineal de alta
o < | continuidades en km. . mm - m
& = velocidad
g & | general
g 3 § - Fallas km. Lineal m
50'% £ | - Diaclasas 1% <V<5% km. Lineal mm-cm
oo 2 | ._ -
g 3 g Plaﬂro s de estrati km. Lineal cm
7 & = ficacion.
s - - Planos de esquis- )
o . cm. Lineal mm
5 tosidad.
<
o 3. Poros de la No lineal de
= _c§ matriz rocosa mi- mm. baja velocidad | <0,1 mm
9 § crofracturas (microflujo)
g E - Exfoliacion 5% <V <40% mm. 0.1 mm
& | g S
° § - Esquistosidad mm. 10
Q
g é - Clivaje mm. 0,1u
= B8 No lineal de
= | 4. Matriz solida V>40% - baja velocidad <lp
(no flujo)
A K [mls]
-2 | Perméabilité Cuencas
10 4 moyenne i
Permeabilidad media Bassins
Effet

du réseau

karstique

Efecto de red
/

Effet de

Efecto de macroffsuras .
macrofissures

Effet des

Efccto de poros y microfisuray POres et
microffissures

Orden de magnitud de la muestra

10° ! Ordre de grandeur s
[m]

-1 ‘o HE T 3 o 3
10 10 10 10 10 10 de l'echantillon

Figura 2. Curva de efecto del factor de escala sobre la estructura del campo de propiedades fisicas del karst
(modificado de Kiraly, 1975; 1978).

a fracturas, estratificacion o conductos preferenciales, La Ecuacién de Conservacion de Masa (Continuidad)

entonces en notacion tensorial, queda: que en un medio poroso anisotropico se expresa como:
L oh
L Uaxj SREZV'(K'V'}I}-FQ
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Donde h es la carga hidraulica [L]; Sa, el almacenamiento
especifico [L']; K, el tensor de conductividad hidraulica
(simétrico de segundo orden); q, término fuente/sumidero
[T'],Ve y V son los operadores divergencia y gradiente,
respectivamente.

La Ecuacion de flujo en conductos (Ley de
Darcy-Weisbach o Manning), unidimensional, régimen
no lineal -turbulento- o laminar -lineal- es,

2

Lwv

he =
r=1 D2g

Donde hf, es la pérdida de carga [L]; f, el factor de friccion

adimensional de Darcy-Weisbach; L, la longitud del

conducto [L]; D, diametro hidraulico [L]; v, la velocidad

media del flujo [LT!] y g, la aceleracion gravitacional [LT?]

La Ecuaciéon de Manning para flujo en conductos o
canales es,

1 2
v==R/3s":
mn

En la que v, velocidad media [LT']; n, coeficiente de
rugosidad de Manning [TL'?]; Rh, radio hidraulico (area
mojada/perimetro mojado) [L] y S, la pendiente de la linea
de energia adimensional; representada por la siguiente
ecuacion:

_ _dh
§=-4 ds
La pérdida de carga se expresa como:

n?v?L

hf =

K7
h
Las ecuaciones de Darcy-Weisbach y Manning son, en
su esencia, relaciones escalares unidimensionales para
calcular pérdidas de carga en la direccion del flujo. No
son leyes constitutivas tensoriales como la de Darcy para
medios porosos. Sin embargo, para su implementacion en
modelos 2D o 3D (por ejemplo, en modelos de elementos
finitos o volumenes finitos para simular flujo en rios o
grandes conductos), se pueden escribir en una forma
vectorial o tensorial proyectada que generaliza el concepto.
La pérdida de carga hf es una magnitud escalar, pero el
gradiente de pérdida de carga (la fuerza resistiva por unidad
de peso) es un vector que se opone al vector de velocidad v.

La forma vectorial generalizada para un flujo 3D se escribe
como un término fuente de momento en la ecuacion de
movimiento:

[v]
Sf = —i_'[f'"
D2g
Para el gradiente de carga,
_ _fllv _ fulvl
I~ "D2glv] D 2g

Que en notacion de componentes cuasi tensoriales se
escribe:

(Vhs), = -

Donde vjvj es la suma sobre j; esto es, la magnitud al
cuadrado. De este modo, la forma vectorial generalizada
para el gradiente de pérdida de carga es:

2

Vhy = ————7F—7
1 R4/3v|v|

Y en notacion de componentes:

2
n
(Vhe), = - g7 v vivl

R, sigue siendo un escalar que debe calcularse en funcion
de la geometria local. En modelos 2D de aguas someras
(profundidad promediada) R, se aproxima a la profundidad
del flujo h. El acoplamiento (coupling) en un modelo de
doble porosidad/doble permeabilidad para el flujo en un
conducto de gran diametro, como una galeria subterranea
(Fig. 3) representada como un elemento 1D expresaria
Manning como:

aqQ n
o T IR

2

dh

Qlel —gA -
s

El medio poroso circundante puede simulare con las
ecuaciones de Darcy/Continuidad acopladas por un
término de intercambio I'. Pese a su complejidad fisica
y matematica, el modelo de Doble Porosidad/Doble
Permeabilidad (MDP) es la aproximacion mas simple para
un modelo natural que, en el mundo real, integra cuatro
espacios (ver Tabla 1). En este caso, la ecuacion para la
matriz MDP es la siguiente:
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Figura 3. Seccion de galeria subterranea. Los caudales que circulan por el espacio de las cavernas tanto en flujo
hipodérmico como en la zona saturada se expresan siempre en régimen no lineal (turbulento) (Foto del autor).

ah
—&?::v-(Km-vhm)—f*

Sm
Y para los conductos/grietas,

Oy
S, = —v-
FT ot

(Kp - Vhe) = I

La Ecuacion General de Transporte con tensor de dispersion
se escribe del modo siguiente:

ac
a:?'(D-VC)—vVC+R

Donde D es el tensor de dispersion hidrodindmica, que en
el karst es altamente anisotropo.

2.2. Presentacion de casos de estudio

Algunas aplicaciones de este recurso matematico son
especialmente importantes para la gestion adecuada de los
recursos hidricos en el karst que, con mucho, es la fuente
de aguas subterraneas mas importante de Cuba.

El karst constituye el medio acuifero mas importante de
Cuba y como espacio geografico, domina el territorio
nacional (Fig. 4). Es un geosistema particular que se
extiende sobre una superficie aproximada de 66 763 km?,
casi el 66% del area total del pais, de los cuales 62 780 km?

corresponden a tierra firme y el resto al karst de los cayos
es isletas del archipi¢lago (Molerio, 1974).

En estos territorios, de los que 66 495 km? corresponden a
llanuras, se concentran numerosos nucleos poblacionales
urbanos y rurales, industrias, centros educacionales, y de
turismo y recreacion, instalaciones agricolas y ganaderas,
y otros que, en mayor o menor grado, requieren del
empleo racional y suministro de agua potable cualitativa
y cuantitativamente correspondientes con sus necesidades
actuales y perspectivas. Estas llanuras carsicas acuiferas,
forman karsts litorales, permanentemente amenazadas por
el avance, tierra adentro, de la intrusiéon marina.

De los 6,3 km? de recursos de agua subterraneas de que
dispone, 80 % se encuentra en estos territorios donde se
encuentra el 95% de las cuencas hidrogeologicas cubanas.
Por su relacion con los ecosistemas que crea, sostiene o
interactaa, es transversal a la mayor parte de la sociedad,
la economia y el medio ambiente. También en ¢él se
encuentran yacimientos de petroleo, importantes minerales
utiles, la mayor parte de los suelos agricolas del pais y
practicamente las cuatro quintas partes de la poblacion del
pais se sirve o aprovecha sus recursos naturales.

Se han seleccionado, para su revision, varios casos de
estudio que caracterizan los siguientes problemas:

La identificacion de la intrusion marina y el
prondstico de avance

65



Leslie F. Moleiro-Leon
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i

Figura 4. Esquema general de distribucion de las areas carsicas de Cuba (basado en la distribucion geografica de las
rocas carsificables, basicamente carbonatadas, seglin el Atlas Nacional de Cuba, 1989).

La correccion de la direccion de flujo subterraneo

Los procesos de transporte de contaminantes
(particularmente de los procesos de nitrificacion y
de liquidos de fase no acuosa, incluidas la migracion
vertical ascendente y descendente)

La simulacion de los procesos de espeleogénesis y
desarrollo de cavernamiento epigenético

2.2.1. Identificacion de la intrusion marina y el
pronostico de avance

El problema ha sido examinado con mucho detalle
recientemente por el autor (Molerio 2025). El caso de
estudio (Molerio, 2006) trata del efecto de las mareas
en la modificacion del campo de transmisividad en un
acuifero litoral y el modo en que ello enmascara tanto las
direcciones de flujo como el movimiento de la intrusion
marina (Fig. 5).

Muchos de los problemas de la ineficacia de la gestion de
la intrusion marina se deben a que la conceptualizacion
del problema es imperfecta. Ciertas premisas de la
aproximacion hidrostatica dominante pudieran resultar
aplicables bajo determinadas condiciones, pero en realidad
es un modelo sumamente limitado para la gestion de los
recursos hidricos en acuiferos costeros que conduce a
conclusiones falsas y a la proyeccion de obras de defensa
sumamente costosas y de dudosa efectividad aun en
medios isotropicos. En medios anisotropicos el problema

se complica ain mas y este es el caso de la absoluta mayoria
de los acuiferos costeros de Cuba y muchas regiones como
Yucatan (México), Jamaica y Puerto Rico, asi como de
todas las islas carbonatadas del Caribe, donde constituyen
la Gnica fuente de agua segura para todos los usos.

El movimiento natural e inducido de fluidos dependientes
de la densidad y los procesos de intercambio que tienen
lugar en el karst costero aun requieren de soluciones
matematicas que resuelvan satisfactoriamente el problema
y sostengan tedricamente la proyeccion y adopcion de
medidas —estructurales y no estructurales- de gestion
eficiente. Desde la seleccion de sistemas de explotacion,
obras de recarga artificial, disefio y operacion de sistemas
de monitoreo y sustenten medidas mas generales respecto
a los efectos negativos del cambio climatico.

En acuiferos carsicos, por razéon de la heterogeneidad y
la anisotropia del campo de propiedades fisicas (Palmer,
1999), el problema es ain mayor cuando se pretenden
soluciones exactas al pronostico de la posicion de la
interfase. La heterogeneidad produce un retroceso de la
penetracion de la cufia, mientras aumenta en el ancho y la
pendiente de la zona de mezcla. La forma de la interfase
y el flujo de agua salada son funcion de la distribucion de
las permeabilidades en cada realizacion. Sin embargo, los
resultados de la penetracion de la cufia y el ancho de la
zona de mezcla no presentan grandes fluctuaciones. En
caso de heterogeneidad moderada, ambas variables pueden
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Figura 5. Cambios en la direccion y gradiente de flujo como resultado de la penetracion ciclica tierra adentro de la
marea en un acuifero carsico litoral (Molerio, 2006).

ser reproducidas de forma satisfactoria por un medio
homogéneo con dispersion local o efectiva (Abarca, 2006).

El problema esta lejos de ser sencillo y ha sido abordado
desde dos grandes aproximaciones: a) la hidrostatica
de Ghyben y Herzberg con modificaciones como la de
Lusczinsky que considera ambos fluidos no miscibles
separados por una interfase nitida (sharp interface);
b) la dindmica, de Hubbert y Bear que, acompafiadas
de un esquema de intercambio de fluidos de densidad
variable es la que representa el mundo real. Soluciones
complementarias se encuentran en las interfases variadas
de Glover, las soluciones exactas de Van der Veer y las
complementarias de Vacher. En ambos casos, para ciertas
condiciones de borde se aplica Dupuit-Forcheimer.

La intrusién marina (no salina! ) es un estado de equilibrio
derivado de la diferencia de densidad de dos fluidos
miscibles que entran en contacto en los acuiferos litorales
con movimiento en sentido contrario (Fig. 6): el agua
terrestre que descarga en el mar (en acuiferos libres)
o a cierta distancia del litoral (en acuiferos confinados

1 Una mala practica derivada de la traduccioén “sea water intrusion”
asociada a ‘“saline water” confunde intrusién “marina” asociada al
intercambio agua dulce-salada del mar en los acuiferos costeros
con la intrusién salina que puede estar derivada de otras fuentes
de mineralizacion de las aguas, como la fuga de aguas de capa de
yacimientos gasopetroliferos o la migracion desde estructuras diapiricas.
La intrusion “marina” es un caso particular de salinizacion de las aguas
terrestres derivados de un intercambio debido exclusivamente entre las
aguas de mar y las continentales.
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Figura 6. Corte tipico de la relacion entre las aguas
dulces terrestres y salinas marinas en un acuifero litoral
(Molerio, 1994).

y semiconfinados) y el agua marina (salina) que, en forma
de cufia -vista en seccion transversal- yace bajo ésta.
Desde hace muchos afios, la intrusién marina se reconoce
como la primera causa de pérdida de calidad de las aguas
subterraneas de Cuba (y en numerosos estados insulares
carbonatados) y se reconoce en todo el pais.

Ese equilibrio puede variar y de hecho varia en varias
escalas de tiempo. El limite entre las aguas dulces y
marinas NO es nitido. Ambos liquidos son miscibles vy,
por lo tanto, el propio concepto carece de validez. En lo
absoluto es claro, bien definido y abrupto y la curva de
1 g/lL NO ES TAMPOCO indicadora de la posicion
de la intrusion marina (Figs. 6-8). En el corte vertical
existe una gradacion de mineralizaciones que dependen
de la composicion litologica, las barreras hidraulicas y
geologicas (acuiferos libres, confinados, semiconfinados,
retardados, percolante, acuicludas...) y una distribucion
vertical diferenciada del campo de velocidad de las aguas
asociada a la heterogeneidad y anisotropia de las rocas
carsificadas y al relieve y estructura geoldgica de los
acuiferos costeros.

El paso de la zona ocupada por las aguas de mar a la
zona ocupada por las aguas dulces ocurre en una zona de
transicion que depende absolutamente de la dispersion
hidrodindmica de la materia disuelta. El coeficiente de
dispersion D es un tensor simétrico de segundo orden,
resultado del producto escalar del tensor de cuarto
orden, dispersividad del medio con el acoplamiento de
velocidad. Como mezcla macroscopica de las particulas
de fluido, el proceso de dispersion estd influenciado

por la no uniformidad y la anisotropia del medio (Molerio,
1997). Puede ser muy ancha, como en los acuiferos
carsicos donde también se presenta de manera irregular en
el corte vertical dependiendo de los flujos hacia y desde el
mar asociados a la diferente carga hidraulica de los niveles
de cavernamiento en profundidad como es el caso de los
acuiferos carbonatados Neogeno-Cuaternarios cubanos y
comportarse como una linea muy delgada con en acuiferos
de muy baja permeabilidad como aquellos en materiales
terrigenos o vulcandgeno sedimentarios como los del
Cretacico — Paledgeno cubano.

La hipotesis de que el agua de mar permanece estatica de
Ghyben-Herzberg no es valida, pues el flujo del agua de
mar produce una pérdida de energia que se traduce en una
menor penetracion de la cufia de agua salina. Por lo tanto,
la profundidad de la interfaz se subestima (Pool, Abarca y
Carrera, 2007). De igual modo, considerar que el problema
se desarrolla en el contacto entre las aguas dulces y las del
mar en el borde del litoral y que son validas las presunciones
de Dupuit — Forcheimer para flujo horizontal puede
conducir, y de hecho conduce, a resultados inadecuados.

El efecto del desarrollo de las estructuras de conduccion
del agua en medios anisotropicos; planos de estratificacion,
grietas y cavernas produce un efecto de deformacion de la
cufia de intrusion marina que depende de su distribucion,
conexion fisica, geometria y distribucion del campo de
velocidad del fluido, afectada esta tultima también por
el material que eventualmente rellene o colmate estos
espacios.

La penetracion de la cufla de intrusion marina depende
también de la profundidad del fondo del acuifero (Abarca,
2006)y de la estructura tectonofacial del acuifero. En efecto,
los cambios en la forma de la cuenca sedimentarias y las
variaciones faciales horizontales y verticales condicionan
tanto desarrollos diferenciados de carsificacion y el
cavernamiento en acuiferos carbonatados, como diferentes
distribuciones del espacio de las grietas o de la morfologia
del dominio de flujo en sistemas deltaicos.

En el caso de estudio del campo de dolinas de El Cayuelo
(Molerio, 2006), en virtud de las propiedades tensoriales,
se identificd una direccion de la conductividad hidraulica o
de la transmisividades en direccion de la velocidad y otra,
en direccion del gradiente. Las componentes principales
de las maximas transmisividades se encuentran entre los
20 y 45°, en tanto las componentes minimas se encuentran
entre los 70 y 80°. Es evidente, entonces que los vectores
de flujo q, y de gradiente hidraulico J, no son paralelos,
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por lo que puede existir flujo en una direccion diferente a la
del gradiente hidraulico. En medios anisotropicos, el campo
de velocidades en el sistema acuifero puede escribirse de la
forma siguiente para las tres coordenadas (Fig. 7):

h

Figura 7. Proyeccion estereografica del campo de
transmisividad en la dolina del repositorio.

Para el caso general de anisotropia, la Transmisividad es un
tensor simétrico de dos componentes, uno en la direccion
de la velocidad y otro en la direccion del gradiente. Para
flujo bidimensional, entonces ocurre que:

I.T,
I, T,

Xy

y, para los ejes principales & y n, entonces,

T.0
T = 55
0T,

i

Donde TEE Tmm son las transmisividades maximas y
minimas, respectivamente. La Fig. 8 muestra el elipsoide

de direcciones construido con los valores derivados de los
ensayos puntuales de caudal.

Figura 8. Representacion grafica de la elipse de
transmisividad.

En el campo ensayado, TEE y Tnn no son irrestrictamente
ortogonales entre si, de manera que se esta en presencia de
una anisotropia axisimétrica o transversal. Esta anisotropia
exhibe una fuerte componente en direccion 45°, donde se
obtuvo el mejor ajuste de interpolacion mediante kriging
lineal con pendiente unitaria.

En el elipsoide de direcciones de T se construyeron las
componentes de T en direccion del gradiente para el
caso de anisotropia transversal, en la que se derivo una
componente en direccion 135°-315°. Pueden pronosticarse
dos direcciones fundamentales de flujo subterraneo en
el sistema ensayado, una en direccion 20-45° 200-225°)
y otra en direccion 135-315°. Cambios locales de flujo
deben esperarse en las direcciones 70-80° (250-260°), pero
asociadas a campos muy locales.

La transmisividad, entonces, parece estar muy bien
estructurada, ya que la direccién de la componente del
gradiente (Tnn) satisface estrictamente la propiedad de
ortogonalidad respecto a la direccion del flujo (TEE ). Esto
es de la mayor importancia, en tanto descarta la presencia
de campos ficticios de anisotropia asociados con la
transversalidad de la anisotropia (Bear, Zaslavsky e Irmay,
1968) o con el efecto de escala sobre la estructura del campo
de transmisividad (Kiraly, 1975, Molerio 1984, 1986).
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La solucidn de la ecuacion:

T.0
T — 33
0T

m

puede plantearse en términos de la direccion de referencia
que, en este caso, equivale a la diferencia modular entre las
direcciones de TEE y Tnn, tal que:

I;)=T:cos" a+T, sena

T..=T.sen a +TW cas” o

I
T,=T1,,= E(K__:: K'W Jsenlo

Y, resolviendo adecuadamente, se obtienen los siguientes
resultados:

T,,=T, =17312m"*/d

T,,=T.=5379m"/d

22 ¥

Ty=T,=T, =T, =-4570m"/d

“

Por tal motivo, la recarga o descarga (s) instantanea del
acuifero se expresan, para las direcciones principales
de anisotropia (Papadopoulos, 1967), por la siguiente
expresion, que toma en cuenta el almacenamiento S:

2.3030 2.25t

—EDJ a a
4;1?"(]'}:3".5?:; i Ten +T,5°

2.2.2. Correccion de la direccion del flujo
subterraneo

El trazado de hidroisohipsas en medios anisotropicos y, con
ello en el karst, tiene un valor de uso limitado por razén
de la heterogeneidad del medio y, fundamentalmente de
su anisotropia. El problema es conocido y ha sido descrito
por los autores clasicos hara pronto 100 afos. Sin embargo,
sin correccion alguna continua utilizandose y peor aun, se
evaluan los recursos de agua subterranea en base a ello, se
definen las zonas de proteccion sanitaria de los pozos de
abasto y se disefian obras de recarga artificial o se explotan
las aguas subterraneas.

Hubbert (1940, 1953) quien, en su teoria general, define
formalmente el concepto tensorial de conductividad
hidraulica y demuestra la no colinealidad entre velocidad

y gradiente en medios anisotropicos, implicando la pérdida
de ortogonalidad en la red de flujo. que estan relacionadas
porlatransformacion tensorial: v=- (k/p)- V(p+pgz), donde
k es el tensor de permeabilidad intrinseca. De esta no
colinealidad se deriva inmediatamente que las lineas de
corriente y las equipotenciales no son ortogonales, a menos
que el medio sea isotropico o que los ejes del sistema de
coordenadas coincidan con los ejes principales del tensor.
Hubbert también presenta la ecuacion gobernante para
flujo en régimen permanente en un medio homogéneo,
pero anisotropico. Esta ecuacion no es la ecuacion de
Laplace, sino: V(K Vh) = 0 que solo se reduce a V*h = 0
bajo condiciones de isotropia. Trabajos antologicos en
este tema son los de Polubarinova-Kochina (1952, 1962)
y Liakopoulos (1961, 1965). Sefialo Hubbert: “Para
condiciones anisotropicas, las lineas de flujo en general
son en alguna medida oblicuas a la direccion del vector
que representa —grad ®” (gradiente de flujo, Fig. 9).

?‘d.-r

d b

Figura 9. Representacion vectorial de la Ley de Darcy a)
medio isotropico; b) medio anisotropico (Hubbert, 1940).

Un libro de texto clasico, como el de Todd y Mays (2005)
presenta una opcion de transformacion a un medio continuo
que tampoco es utilizada en la practica comun de gestion
de los acuiferos carsicos. Sin discutir donde y cuando es
valida la reduccion al continuo (véanse los trabajos de Bear
y Maasland, 1957) sefiala que “en medios anisotropicos
las lineas de flujo y las equipotenciales no son ortogonales
excepto cuando el flujo es paralelo a una de las direcciones
principales. Para calcular los flujos para esta situacion,
los limites de una seccion de flujo deben ser transformados
de modo que se pueda obtener un medio isotropico”. Lo
cual tampoco es comun que se haga.

De acuerdo con Kiraly (1975, 1978) en un medio sencillo
de doble porosidad/permeabilidad condicionada el flujo
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por el patrén de agrietamiento, la conductividad hidraulica
tensorial K se expresa como:

K= %}fi‘ii[f — (n,6n,)]

Donde, g, atraccion gravitacional; v, viscosidad cinematica
del agua; f'y d, frecuencia y diametro promedio de i-ésimo
grupo de espacios; I, matriz unitaria y (?:éanfl)’ producto
tensorial de la matriz por si misma; esto es:

1 0 0
I=10 1 0
0 0 1

. x1
(n,®n,) = [x1,x2,x3] \xz‘
x3

La fig. 10 muestra las direcciones reales de flujo derivadas
del procesamiento anterior, en la direccion de la velocidad
(Kv) y en la direccion del gradiente hidraulico (KI),
diferentes a las que pueden deducirse de las hidroisohipsas.
En este caso particular, notese que el vertimiento
sistematico de residuales azucareros en la Gran Dolina

—— Hidroizahipsas mas de octubre de
207% (a intervala *e Sm]
Dpreiorass. (i bk {rances y oo
Profariicud wn m

12
— Forioataiamis il

L% .','__ _(

Figura 10. Lineas de flujo definidas por la correccion tensorial

de Aguacate (A) que ha afectado historicamente la calidad
de las aguas en los Manantiales Bello, en Matanzas (B) se
acomoda perfectamente a un maximo de Kv asociado al
sistema dominante de grietas (lineas discontinuas) y, muy
probablemente, del cavernamiento regional. Esta conexion
ha sido, del mismo modo, comprobada por ensayos con
trazadores fluorescentes e isotopicos; queda pendiente la
exploracion directa del karst subterraneo.

2.2.3. Procesos de transporte de hidrocarburos en
aguas subterraneas

El recorrido de la eventual migracion de aguas petrolizadas
desde un repositorio y la proyeccion de las medidas de
proteccion de las aguas superficiales, subterraneas vy,
eventualmente, marinas, solamente puede pronosticarse si
se conocen las direcciones de flujo subterraneo. En el karst la
dispersividad no es una propiedad escalar, sino una cantidad
tensorial, escala-dependiente y dominio-especifica, lo que
exige modelos hibridos (continuo + discreto) para una
prediccion realista.

La descripcion de la dispersion de hidrocarburos (petréleo
y aguas petrolizadas) en un acuifero carsico, considerando

0

de la conductividad hidraulica K en la direccion de flujo

(Kv, dominante) y del gradiente hidraulico (KI, complementaria). Comentarios en el texto.
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la naturaleza tensorial de la dispersividad, es un problema
complejo debido a la doble (o multiple) porosidad, la fuerte
anisotropia y lano linealidad de estos medios. La dispersion
hidrodinamica en medios porosos se describe cominmente
mediante la ley de Fick generalizada, donde el coeficiente
de dispersion (D) es un tensor de segundo orden que
depende de la dispersividad intrinseca del medio (o), que
también es un tensor y la velocidad promedio del flujo (v).
Pero el petroleo, como Liquido de Fase No acuosa (LFNA-
NAPL) no sigue una ley de dispersion Fickiana clasica; su
avance es por gradientes de presion capilar y gravedad y la
dispersion es mas bien una saturacion irregular a lo largo
de las lineas/conductos de flujo.

En el karst, estas direcciones no estan alineadas con los
ejes cartesianos, sino con la direccion de los conductos
principales, fracturas y estratificacion. Por tanto, se
requiere una transformacion tensorial mediante una matriz
de rotacion. Ademas de las propiedades mencionadas en
este articulo para el karst, en el caso particular del petrdleo
(NAPL - LNAPL o DNAPL) forma fases separadas, con
flujo multifasico. Las aguas petrolizadas (emulsiones o fase
disuelta) se transportan en la fase acuosa, pero su dispersion
estd modulada por la retencion interfacial y la disolucion
cinética. Siguen leyes del transporte advectivo-dispersivo,
pero con coeficientes de dispersion dependientes de la
concentracion (viscosidad y densidad variables), de ahi
que la dispersividad aparente puede aumentar debido a la
heterogeneidad de la distribucion de NAPL residual.

En un medio anisotréopico, la dispersividad (o) es un tensor
de cuarto orden que relaciona el tensor de dispersion (D)
con el tensor de velocidad. Para simplificar, en la practica
se suele reducir a un tensor de segundo orden simétrico
(3%3 en 3D) con componentes longitudinal, transversal y
vertical.

Un enfoque es aplicar un modelo de doble continuo
(o multiple continuo). Para la matriz/fracturas (medio
continuo equivalente) se define un tensor de dispersividad
efectiva o mediante upscaling (promediacion de REV)
y se considera anisotropia derivada de la estructura de
fracturas (ej.: tensor eliptico). Para los conductos karsticos
(elementos discretos o medio continuo preferencial),
se toma en cuenta que la dispersion es esencialmente
unidimensional a lo largo del conducto, con o, >> a.. La
dispersion transversal puede ser despreciable si el conducto
estd bien desarrollado, pero crucial en zonas de mezcla,
como puede ser la confluencia de galerias subterraneas.

El modelo debe considerar la naturaleza tensorial de
la dispersividad en medios altamente anisotropicos

y la posibilidad de flujo multifasico. Para un contaminante
disuelto en agua en un medio carsico con conductividad
hidraulica anisotropica, la ecuacion de transporte para un
soluto en fase acuosa con dispersividad tensorial (medio
anisotropico):

200)_ 2 (g 9V 2 iy S

ot ox\ Yox) ox O
Donde Dij es el tensor de dispersividad hidrodinamica
efectiva:

a
D;j = ar|v| 6; + (ap — GT)E(%C) + D T8,
L

En medios carsticos fracturados o con conductos, oL y
oT son tensores de segundo orden debido a la anisotropia
estructural, no solo escalares.

Para fase libre de hidrocarburos (no acuosa), se usa el
enfoque de flujo multifdsico en medios porosos que,
adaptado a la doble porosidad del karst, se expresa como,
la conservacion de masa para la fase de hidrocarburo libre

(Fase B)

T - —V-(pgay + Q;
Con la Ley de Darcy multifasica,

k
= L;K(VPE —ppgVsz)

Donde, S,, la saturacion de la fase hidrocarburo, krB,
permeabilidad relativa (funcién de SB)’ K, tensor de
permeabilidad intrinseca del medio carsico (anisotropo)
y Pﬁ, la presion en la fase B. En el karst, K puede ser un
tensor diagonal no isétropo o completo si hay anisotropia
cruzada,

Kee 0 0
K= 0 K, 0
0 0 Ky

Para un componente disuelto desde la fase hidrocarburo,
con intercambio de fases y dispersion tensorial:

a(oc)
at

= V- (6DVC) — V.(q0) — kais(Cs — €) + kgogC
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Con k, Coeficiente de transferencia de masa entre fases
[T'], Cs, la concentracion de saturacion del soluto en agua
[M-L73]y D, tensor de dispersividad. La forma mas general
para un medio con anisotropia estructural (fracturas,
conductos preferenciales) en donde B, es un tensor de
cuarto orden como ya ha sido definido, es la siguiente:

VL

Py = I

Dpntdij + Bijra

que relaciona la velocidad con la dispersion. En la practica,
se simplifica a:

Ui??j VU
Dif = Dmgoj + alm + (24} WSU
(vié}kvk) + vjé'ikvk

lvl

az

2.2.4. Simulacion del desarrollo del cavernamiento

La modelacion de la espeleogénesis es una tarea
extremadamente compleja debido, entre otras, a las
siguientes causas: el elevado numero de variables
involucradas, la naturaleza estocastica de muchas de estas
variables y de los procesos que en ella intervienen, la
presencia de procesos no lineales, la ausencia de ecuaciones
que describan algunos de los mecanismos que intervienen en
el proceso general y la ausencia o formulacién incompleta
de un modelo conceptual susceptible de ser tratado fisica y
matematicamente.

El tema ha recibido sistematica atencion y, de hecho,
comenzo6 con las primeras teorias sobre el origen de las
cavernas enunciadas hace mas de tres siglos. Modernamente
(véanse generalidades en Gunn, 2004 y White, 2009) y
bajo diferentes aproximaciones, se han ocupado del tema,
(Curl, 1971; Eraso, 1975, 1982, 1985/86; Gunn, 1986;
Eraso y Fernandez Rubio, 1990; Paredes et al., 1993;
Eraso y Dominguez, 2004; Ewers, 1976, 1978, 1982;
White, 1976; Gale, 1984; Lauritzen et al., 1985; Smart,
1988; Oreskes et al, 1994; Fields y Pinsky, 2000; Palmer
1981, 1988, 1991, 1995, 1998; Dreybrodt 1987, 1988,
1989, 1990, 1992, 1993, 1995, 1996, 1998; Dreybrodt y
Buhmann, 1991; Dreybrodt y Siemers, 1997; Klimchouk
et al., 2000; Jeannine, 2001; Dreybrodt, Gabrovsek y
Romanov, 2005; Dreybrodt y Svensson, 1989; Ford, 1971,
1988; Ford y Ewers, 1978; Hanna y Ramajaran, 1998;
Gabrovsek y Dreybrodt, 2001; Howard y Groves, 1995;
Klimchouk, 2003, 2005; Klimchouk et al., 2000; Kovacs,
2003; Molerio 1982a, 1985a,1985¢c, 1986a, 1986b, 1988,

1989b, 1989¢, 1989d, 1990, 1992¢c, 1992d, 1995b, 1996,
1997, 2000, 2003a, 2003b; Molerio Guerra y Flores 1984;
Mylroie y Carew, 1990, 1995; Palmer, 1975, 1988, 1989,
1991, 2000, 2007; Palmer, Palmer y Sasowsky, 1999;
Reinmann, 2012; Reinmann y Hill, 2009; Stephanssson,
Hudson y Lanaru, 2004; Szymczak y Ladd, 2006, 2009;
Werner, 2004; White, 2002).

El modelo desarrollado por el autor (MTDK: Modelo
Termodinamico del Desarrollo del Karst) se basa en los
siguientes principios, enunciados inicialmente en 1986
(Molerio, 1986a, 1986b):

Las galerias subterraneas son espacios lineales y no
planares o areales;

Las topologias lineales por lo comtn se desarrollan a
lo largo de las intersecciones entre superficies;

En cuanto al desarrollo de las cavernas estas
superficies son de dos tipos: la zona de maxima
concentracion de solvente y la zona de maxima
concentracion de flujo;

La superficie maxima de concentracion de solvente
(MCS) es generalmente horizontal o subhorizontal
y depende de la evolucidon geoquimica del medio, la
fuente de aporte y el tiempo de residencia de las aguas
en el macizo;

Las superficies de maxima concentracion de flujo
(MCEF) suelen estar fuertemente inclinadas y, con menor
frecuencia, pueden ser completamente horizontales;

En la interseccion de las superficies MCF y MCS se
encuentra no solamente el mayor volumen de fluido sino
la mas elevada concentracion de solvente, de ahi que en
ella ocurre la mayor probabilidad de disolucion y por
ello, de desarrollo de cavernas;

El trabajo que se realiza en el punto de interseccion
no da lugar al equilibrio térmico. El intercambio de masa
y energia conduce al desarrollo progresivo de un sistema
abierto en el cual, la entropia crece a partir de un instante
inicial to en que el sistema deja de ser cerrado;

Las superficies MCF se encuentran en la direccion
de la componente de conductividad hidraulica en el
sentido de la velocidad. Flujo lateral se encuentra en la
direccion de la componente de gradiente hidraulico, de
manera que la maxima probabilidad de desarrollo puede
determinarse conociendo éstas, lo que significa que
el desarrollo de la red de cavernas no es un fendmeno
aleatorio y por tanto, puede predecirse;
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Conociendo la orientacion de las superficies mas
favorables para el desarrollo de las redes de conductos
es imprescindible entonces, determinar la direccion en
que ocurre el proceso de excavacion. De acuerdo con el
segundo principio de la termodinamica, ella ocurre en la
direccion del maximo incremento de la entropia;

Cada espacio del universo carsico, incluidas las
cavernas, se desarrolla segin los principios de la
termodinamica de los procesos de no equilibrio y a ella
corresponden valores de la funcion de disipacion de
energia crecientes que se expresan como una sumatoria
a partir del centro de gravedad del mismo.

Elacoplamiento termodinamico, para la definicion de
la funcion de disipacion de energia, se plantea a partir de
las relaciones clasicas de Onsager que relacionan fuerzas
y flujos entre las componentes de calor y fluido, difusion
y afinidad quimica. Estas tltimas son acoplamientos
en si mismas y han sido excluidas momentaneamente.
Actualmente se estudia una via adecuada para reducir
el nimero de componentes de la difusividad de 81 a 36
componentes, aceptando que represente un tensor de
cuarto orden.

Estos principios basicos controlan las reacciones quimicas
y los procesos fisicos que tienen lugar y que conducen al
crecimiento tridimensional de las cavernas. El sistema,
en su conjunto, se considera como una estructura
autorregulada no lineal sometida a acciones aleatorias
(Netushil, 1987; Yevjevich, 1971). Bajo tales principios han
sido estructurados los conceptos originalmente expuestos
por Egemeier, 1969; Groenevelt y Belt, 1969; Glansdorff
y Prigogine, 1971; Kiraly, 1975; Carnahan, 1976 y Eraso,
1982.

El acoplamiento termodinamico, para la definicion de la
funcion de disipacion de energia, se plantea a partir de
las relaciones clasicas de Onsager que relacionan fuerzas
y flujos entre las componentes de calor y fluido, difusion
y afinidad quimica. Estas ultimas son acoplamientos
en si mismas y han sido excluidas momentaneamente.
Actualmente se estudia una via adecuada para reducir
el nimero de componentes de la difusividad de 81 a 36
componentes, aceptando que represente un tensor de cuarto
orden.

El origen de las cavernas esta gobernado por un balance
de masas tal que la tasa de crecimiento de los conductos,
como consecuencia de la remocion de masa de las paredes
de la cavidad o el conducto, es igual a la tasa de transporte
de masa en solucion. El acoplamiento termodinamico,

para la definicion de la funcidn de disipacion de energia, se
plantea a partir de las relaciones clasicas de Onsager que
relacionan fuerzas y flujos entre las componentes de calor
y fluido, difusion y afinidad quimica

El algoritmo general ha sido desarrollado a partir de los
principios de la termodinamica de no equilibrio, que se
considera esencial para determinar la direccion de los
procesos de cavernamiento. El algoritmo se basa en un
conjunto de ecuaciones de control que describen: a) la
continuidad macroscopica del campo de propiedades
fisicas; b) los mecanismos de triggering en el sistema
fisico-quimico; c¢) la competencia entre diferentes lineas de
flujo y d) la direccion de la evolucion en tiempo y espacio,
de los procesos de desarrollo del cavernamiento.

Los procesos de transporte de masa, momento y energia
entre medios continuos equivalentes fueron resueltos para
cada uno de los espacios involucrados, en términos de la
derivacion de un conjunto de ecuaciones que describieran
las correspondientes funciones de transporte. Del mismo
modo, el trabajo que tiene lugar en el sistema, y que conduce
a la formacion de estructuras autorreguladas de disipacion
de energia, fue examinado a partir de la derivacion de un
conjunto de ecuaciones que describen la funcion disipativa
de los espacios.

Sin embargo, en primera aproximacion, cada forma del
relieve posee un valor de la funcion de disipacion de
energia controlada, inicialmente, por la tasa volumétrica de
produccién de entropia. Del mismo modo, cada espacio que
integra el sistema debe estar caracterizado por un entorno
caracteristico de valores para tal funcion. Debe suceder,
entonces, que la funcion sea continua en tiempo y espacio,
por cuanto cada nueva forma contiene, en el sistema,
mayor entropia que la precedente. De aqui se avanza a la
caracterizacion del sistema combinando las ecuaciones de
balance de masas, momento y energia con la ecuacion de
Gibbs para lograr una formulacién adecuada que exprese
el balance de entropia, En todo caso, se supone la simetria
del campo tensorial de los coeficientes fenomenologicos
involucrados.

Asi, se obtuvo una ecuacion general para definir el cambio
de entropia en el sistema en funcién de la diferencia
de potenciales y la afinidad quimica de las reacciones
fundamentales. Las fuerzas y flujos considerados en el
balance termo hidrodinamico basico son: a/ transporte
de calor (ley de Fourier); b/ flujo volumétrico (ley de
Darcy); ¢/ transporte dispersivo-difusivo (ley de Fick);
d/ conductividad eléctrica (ley de Ohm) y e/ la afinidad
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quimica de las reacciones, enlazadas por las funciones
de transferencia y disipacion de energia mediante
acoplamiento termodinamico multiple.

Los resultados obtenidos en la simulaciéon de sistemas
reales fueron altamente promisorios. Sin embargo, las
desviaciones respecto al modelo natural se derivaban de
numerosas fuentes de incertidumbre cuya discriminacion
resulto una tarea ardua. La mas importante de estas se
reducia a distinguir las condiciones que provocasen que
un sistema inicialmente cerrado o aislado, reversible,
sin coacciones exteriores, se transformase en un sistema
termodindmico abierto, que estuviese caracterizado por
las propiedades definidas en el modelo conceptual del
karst. En este sentido, se orientd la investigacion hacia
la caracterizacion de acciones aleatorias exteriores, o
producidas por el sistema, en términos de la adaptabilidad
de este para filtrar tales estimulos, definir su efecto
en el caso de provocar fluctuaciones termodinamicas,
diferenciar la estacionalidad de las sefiales aleatorias y
tratar de resolver la respuesta del sistema en la direccion
de los niveles crecientes de entropia. Uno de los aspectos
basicos involucrados en el cambio de tipo termodindmico
del sistema lo constituyen los mecanismos de triggering
cinético.

Cualquier estado macroscopico es funcion del estado
microscopico en virtud de la reversibilidad de las
ecuaciones del micromovimiento. Un sistema puede pasar
espontaneamente de uno a otro estado microscopico y
viceversa, sin requerir de estimulos externos. Lo mismo
puede decirse en cuanto a los estados macroscopicos; sin
embargo, la irreversibilidad del micromovimiento define
que, sin coacciones exteriores, el paso espontineo es
solamente unidireccional. Esta paradoja se resuelve, por
lo comun, considerando que las ecuaciones macroscopicas
del movimiento irreversible para cualquier sistema aislado
deben ser validas solo a partir de un instante inicial antes
del cual el sistema se encontraba aislado. De lo contrario,
tratindose de un sistema permanentemente aislado,
el proceso irreversible puede ocurrir solamente como
resultado de una fluctuaciéon espontanea.

La cuestion mas importante en este sentido, es que el
crecimiento de la entropia del sistema ocurre solamente a
partir de ese instante inicial. Asi, para un sistema aislado,
las ecuaciones macroscopicas son tales, que para un
intervalo infinito de tiempo, todo es reversible, ya que la
entropia primero decrece y después crece. Para un sistema
que no esta aislado siempre, el instante inicial se destaca
fisicamente y, a partir de él, las ecuaciones macroscopicas

solo pueden dar lugar al crecimiento de la entropia, lo que
no contradice la irreversibilidad microscépica.

Se requiere definir un conjunto de mecanismos que
produzcan un efecto de alteracion del estado cuasi
estacionario de equilibrio del sistema. Resulta logico
suponer que el desarrollo privilegiado de algunos conductos
en detrimento de otros se deba a una combinacion entre la
cinética del proceso de disolucion y el régimen de flujo en
el sistema.

Desde el punto de vista de la cinética del proceso de
disolucion, toda vez que parece claro que la aparicion de
régimen no lineal de alta velocidad no es, necesariamente,
el inico mecanismo de triggering, aun cuando la turbulencia
contribuya, significativamente, al incremento en la
disolucion. En tanto indican dos regimenes de disolucion:
uno fuertemente insaturado y otro préximo a la saturacion
de calcita. Las tasas de disolucion transformadas en tiempos
de transito bajo ciertas condiciones iniciales de porosidad,
gradiente hidraulico y suministro de diéxido de carbono
permiten validar la aproximacion de la ley cubica de
distribucion de velocidad en capilares. La distancia critica
de recorrido varia con la tercera potencia del didmetro del
conducto.

Asumiendo validos tales mecanismos, y tomando en
cuenta la naturaleza de las reacciones y el control por
difusion-dispersion, el problema se reduce a determinar
los coeficientes de difusion y de dispersion. Estos tltimos,
especialmente importantes por cuanto la variacion en el
régimen de flujo, que de hecho aparece con el incremento
del diametro efectivo, da lugar a que en el nivel
fenomenoldgico macroscopico las propiedades de ambos
coeficientes son diferentes.

El tratamiento de la fluctuacion termodinamica provocado
por la coincidencia entre la aparicion del coeficiente
fenomenologico de dispersion, el flujo no lineal de alta
velocidad, y el incremento de la tasa de disolucion, parecen
susceptibles de ser tratados como impulsos uUnicos de
duracion to en el instante aleatorio, de manera que satisfaga
las condiciones en que el instante inicial sea mucho menor
que el tiempo total (to << t) y que la probabilidad de los
extremales de la funcional sea de magnitud despreciable
(t/2t) cuando el tiempo total tiende a infinito.

La produccion de entropia en el sistema es el elemento
mdas importante para pronosticar la direccion en que
ocurriran los procesos de desarrollo del cavernamiento.,
toda vez que, de acuerdo con el segundo principio de la
termodinamica, ella ocurre en la direcciéon del maximo
incremento de la entropia.
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La funcion de disipacion de energia,

n—1
©=J'qVInT - (Vp + pgVz)> " j,Vuil- E+ZRmAm

i=1

Las ecuaciones fenomenologicas son las siguientes para
todos los procesos de termofiltracion, termoosmosis,
dispersion térmica, termodispersion, efecto termoeléctrico
directo e inverso, oOsmosis quimica, ultrafiltracion,
electroosmosis, flujo de corriente, acoplamiento de
dispersion, electroforesis y corriente de sedimentacion.

» Para el transporte de calor:

n—1

Jq=-L,VInTL . (Vp+ pgVz)-> L Vui +LE
i=l

» Para el transporte de la fase liquida:

n—1
J, = LVqV InTL,, (p + ngz)— Z L,V L, E
i=1

» Para la difusion:

ni
J;=—L,VInTL, (Vp+ pgVz) - 1,V il E

i=1

» Para las reacciones quimicas:

,
Rs = Z Ly A,
m=1
» Para las Relaciones Reciprocas de Onsager, de manera
genérica:
L,=L,

La ecuacion basica de disolucion de Dreybrodt, tiene la
expresion siguiente (Fig. 11):

R =117« 10%a(ceq — c)

Donde a es una constante em cm s-1, ¢ es la concentracion
de calcio en mmol cm?® en la solucion'y ¢,, la concetracion de
equilibrio respecto a la calcia. La funcion de transferencia
de fluido equivale a:

» Para el par poro — grieta:
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Figura 11. Tasa de disolucion para peliculas de agua en
régimen turbulento desarrollado considerando la solucion
en equilibrio con el CO, atmosférico. La profundidad &
del estrato se expresa en cm (segun Dreybrodt, 1996).

» Para el par grieta — caverna:
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La aplicacion del modelo MTDK al Sistema Cavernario
Majaguas Cantera mostrd los resultados que se presentan
en la Fig. 12. La correspondencia con los sectores
conocidos / simulados resultd del 89%. En orientacion
y del 65% en longitud. Esto ultimo se presume que se
deba a que quedan sectores en las galerias conocidas aun
no descubiertos e integrados al sistema. La longitud de
galerias potenciales cuadruplica la sumatoria de las galerias
conocidas hasta el momento (33 km; Pedroso et al., 2001;
Otero et al., 2016).

Figura 12. Sistema Cavernario Majaguas Cantera
(izquierda: real conocido; derecha: simulado).

76



Ciencias de la Tierra y el Espacio, enero-diciembre, 2026, Vol.26, pp. 59-84 ISSN 1729-3790

La conclusion mas importante de esta investigacion es
que la carsificacion y el cavernamiento no son procesos
aleatorios. Estan regidos por leyes termodinamicas y, por
tanto, su origen, evolucion en el tiempo y posicion en el
espacio pueden pronosticarse.

3. Conclusiones

La matematica tensorial es fundamental para modelar
con precision la hidrodinamica del karst, un medio
inherentemente heterogéneo y anisotrdpico. Los enfoques
escalares tradicionales son insuficientes y generan errores
significativos. La adopcion de la matematica tensorial es
indispensable para una hidrogeologia karstica predictiva
y cuantitativa, superando las limitaciones de los modelos
isotropicos tradicionales y sentando las bases para una
gestion sostenible y precisa de estos acuiferos complejos.

La anisotropia hidraulica (tensor K) controla la direccion
del flujo. En el karst, el vector de velocidad de Darcy
y el gradiente hidraulico no son colineales, haciendo
invalida la ortogonalidad clasica entre lineas de flujo y
equipotenciales. Esto requiere correcciones tensoriales para
mapear correctamente las direcciones de flujo subterraneo.
Por su parte, la dispersion de contaminantes es un proceso
tensorial (tensor D). La migracion de solutos y Liquidos
de Fase No Acuosa (NAPL) esta gobernada por un tensor
de dispersion altamente anisotropico, donde la dispersion
longitudinal en conductos domina sobre la transversal.
Modelarla como un escalar subestima gravemente la
propagacion de la pluma.

Los modelos tradicionales de intrusion marina son
inexactos en karst. La aproximacion hidrostatica (Ghyben-
Herzberg) y la suposicion de interfaz nitida fallan al no
considerar la anisotropia del medio, la miscibilidad de los
fluidos y la dindmica real de la zona de mezcla, llevando a
pronosticos erréneos en la gestion costera.

La espeleogénesis puede modelarse como un proceso
termodinamico direccional. El Modelo Termodinamico del
Desarrollo del Karst(MTDK) propone que el cavernamiento
no es aleatorio, sino que ocurre en la direccion de maxima
produccion de entropia, en la interseccion de superficies de
maxima concentracion de flujo y de solvente.

Existe una brecha critica de conocimiento en coeficientes
fenomenologicos. El avance de los modelos estd limitado
por la falta de datos empiricos para los coeficientes de
acoplamiento en las relaciones de no equilibrio (Onsager)
que controlan los procesos disolutivos y de transporte a
escala de poro y fractura.

Se requiere un cambio de paradigma en la gestion. La
aplicacion sistematica del formalismo tensorial permite
pasar de descripciones cualitativas a predicciones
cuantitativas robustas, esenciales para la proteccion
de recursos hidricos, remediacion de contaminacion y
evaluacion de riesgos geotécnicos en terrenos karsticos.
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