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Resumen  
 
La eficiencia en los procesos extractivos de Ni y Co a partir de lateritas depende de la estabilidad en la calidad de las 
menas, la cual radica en la información que se logra en la exploración. Las investigaciones para aumentar la eficiencia 
de las redes del muestreo de exploración y explotación no enfocaron de forma integral su modelación y se ha propuesto 
como objetivo formular los modelos matemáticos que permitan optimizar dichas redes en los yacimientos lateríticos 
cubanos de Ni y Co. Para ello se desarrolló un nuevo sistema de modelos matemáticos que maximizan en dichas redes 
la relación de la cantidad de sondeos con el aporte de información. Este incluye un nuevo modelo matemático de 
yacimientos que se soporta en una nueva clasificación sustancial multivariada y se fundamenta en Cadenas de Markov 
y no es paramétrico. Se probó optimizando la red en un bloque del yacimiento Punta Gorda. 
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Mathematical modeling to optimize exploration and exploitation 

nets sampling design in Ni and Co laterites ore deposits 
 

 

Abstract 
Nickel and Cobalt extractive efficiency processes from lateritic stability depends on ore quality, taking into account 
the information obtained from exploration. Research carried out to increase network efficiency sampling exploration 
and exploitation did not focus its modeling as integral module for that reason its principal objective is set to formulate 
mathematical models to optimize these networks in Cuban Ni and Co lateritic deposits. In order to reach its goal, it 
was developed a new mathematical model system in such networks to maximize the surveys number ratio with inlet 
information. It includes a new Ore body mathematical model supported on substantial new multivariate classification 
and is based on Markov chains and is nonparametric. It was also tested an ore body block from Punta Gorda Nickel 
Plant optimizing the network. 
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1. Introducción  
La importancia de las redes del muestreo en la exploración y la explotación (RMEE) de yacimientos es crucial para un 
buen desenvolvimiento en la planificación minera y en el proceso industrial (Vera, 2001; Peña y Legra 2005). Los 
trabajos desarrollados no se orientaron a optimizar las RMEE, en ellos se utilizó un enfoque de modelación que se 
resume de la forma siguiente: 

 en un yacimiento, para adquirir un grado de conocimiento Ek (etapa k de la red), se exige que el porcentaje Pk de 
los bloques o paneles i, de lado Lk, tengan un error i menor que el 𝜖𝑘 permitido por una norma o la condición que se 
exija para la variable que define la red (Ni o Fe en los YLOC). 

A este enfoque en el diseño de redes de muestreo se le ha denominado clásico o restringido, teniendo en cuenta 
que es el único utilizado hasta el momento y que limita la modelación, pues asume fijos a la mayor parte de los 
parámetros. Restringe a formas poligonales el diseño de la red de muestreo; el error (𝜀𝑖) no forma parte de las variables 
y se establece constante, al igual que la cantidad de etapas (𝑡) para la densificación de la red; utilizan modelos 
univariados en un contexto multivariado y un mismo método geomatemático en los dominios geológicos, en una zona 
o para todo un yacimiento. Estos aspectos no permiten optimizar y sólo logra racionalizar las RMEE. La diferencia 
entre estos dos términos es que la optimización de un objeto se expresa en una función denominada objetivo cuyo 
dominio de solución es el conjunto de soluciones factibles. Los valores óptimos son aquellos que minimizan o 
maximizan a la función objetivo en dicho conjunto. Si en el modelado no se incluyen las variables fundamentales en 
la función objetivo y/o se restringe el conjunto de soluciones factibles, obviando aspectos que describen el objeto, 
entonces se obtiene un modelo racionalizado y su solución es una racionalización del objetivo que se busca (Peña, 
1998 y 2005). 

En la optimización de las redes de muestreo en los yacimientos lateríticos del oriente cubano (YLOC) se ha 
racionalizado bajo concepciones económicas o técnicas que innecesariamente se incluyen como restricciones a la 
modelación matemática (Vera, 2001; Cuador, 2002 y 2003; Boucher, Dimitrakopoulos y Vargas, 2005). En el 
modelado de las RMEE esta racionalización disminuye la eficiencia en su diseño e impiden alcanzar la máxima 
información del yacimiento, lo que acarrea una serie de problemas desde el proceso minero hasta el metalúrgico y 
favorecen la dilución, las pérdidas y el empobrecimiento, el incumplimiento en el volumen y la calidad de las menas 
y el uso inadecuado del equipamiento de extracción. Todo esto provoca afectaciones al medio ambiente e ineficiencias 
que redundan en baja rentabilidad económica en la explotación de los YLOC (Legrá, 1999; Arderí y García, 2003; 
Fernández, Mariño y Reynosa, 2007; Fernández y Mariño, 2009).  

El problema que se enfrenta es la ausencia de una modelación matemática integral en la optimización de las redes 
de muestreo de los yacimientos lateríticos de Ni y Co del oriente cubano, que corrija las insuficiencias de los modelos 
actuales para el diseño de las redes del muestreo de exploración y explotación. Por ello se ha propuesto como objetivo 
formular los modelos matemáticos para el diseño de las RMEE en los yacimientos lateríticos que permitan optimizar 
la adquisición de información. Se plantea como hipótesis que, si se obtiene un modelo matemático que integre la 
información del yacimiento y se optimiza la relación entre el aporte de información con el número de pozos en cada 
secuencia de sondeos, entonces se optimiza el diseño de la red de muestreo del yacimiento. 

De lo anterior se deriva que es necesario clasificar el comportamiento sustancial de los yacimientos lateríticos, 
formular el modelo de yacimiento fundamentado en la clasificación sustancial obtenida, formular el modelo de 
optimización de las RMEE utilizando el modelo de yacimiento, con el objetivo de maximizar la relación entre el aporte 
de información y el número de pozos. 

 

2. Materiales y métodos  
Para el diseño óptimo de las redes de muestreo no es suficiente estimar una variable ya que la información necesaria 
para los procesos metalúrgicos es multivariada. Una forma de modelación multivariada de los yacimientos se logra 
clasificando los comportamientos sustanciales, en Peña y Vera (2013) se introdujo una metodología para obtener dicha 
clasificación, con la cual se obtuvieron once clases de los yacimientos Punta Gorda (PTG), Yagrumaje Norte (YN) y 
Yagrumaje Sur (YS) (en lo adelante “los tres yacimientos”) que serán utilizadas para el desarrollo de los modelos de 
optimización de las RMEE. 

Las clases se diferencian en sentido multivariado las tipologías de contenidos sustanciales, son mutuamente 
excluyentes, la suma de los comportamientos de cada clase es el comportamiento global del yacimiento, la unión de 
todas las clases contiene el comportamiento global del yacimiento, a cada muestra de las RMEE del yacimiento le 
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corresponde una y sólo una clase patrón (Peña y Vera, 2013). Cada muestra es independiente de las otras y constituye 
una realización elemental que genera un suceso elemental con la manifestación de una clase en una muestra. 

Se denotará con 𝒄𝒊 cada clase del conjunto 𝑻 de todas las clases. A cada evento consistente en la ocurrencia de la 
clase i en un punto del yacimiento, se denotará con 𝐴𝑖, donde 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅ y n es el cardinal del conjunto 𝑻 (𝑛 = |T|). Se 
denota con 𝑨 el conjunto de eventos (𝐴𝑖 ∈ 𝑨). Se verifica que: la unión (⋃ 𝐴𝑖𝑖 ) de todos los eventos coincide con el 
conjunto  𝑨 (𝐴 = ⋃ 𝐴𝑖𝑖 ); los eventos son mutuamente excluyentes (𝐴𝑖⋂ 𝐴𝑗𝑖≠𝑗 , ∀ 𝐴𝑖 , 𝐴𝑗 ∈ 𝑨), de lo que se deduce que 
existe el complemento de cada 𝐴𝑖 ∈ 𝑨 y coincide con el evento imposible 𝐴�̅� = 𝐴𝑖⋂ 𝐴𝑗𝑖≠𝑗  = ∅; ∀ 𝐴𝑖 ∈ 𝑨; a cada 
evento (𝐴𝑖 ∈ 𝑨), se le asocia su frecuencia 𝑝𝑖 ∈ (0; 1) de ocurrencia en el yacimiento. 

Con esas cuatro propiedades se completa la construcción axiomática de 𝑨 como espacio de eventos ya que 𝑨 
constituye un -algebra (Kolmogorov et al, 1956, 1982; Projorov y Rozanov, 1973) y el espacio probabilístico 
(𝑨,𝛀(𝑨),𝑷), donde 𝛀(𝑨) es el conjunto de todas las combinaciones posibles de los elementos de 𝑨 y 𝑷 las 
probabilidades de los elementos de 𝛀(𝑨). Teniendo en cuenta que el comportamiento de las clases 𝒄𝒊 no siempre es 
normal, para el análisis de su distribución espacial se asume un modelo no paramétrico. 

En Wilson (2004) se detalla la complejidad de la meteorización y Lavaut (1987, 2003) en sus estudios sobre las 
ofiolitas de Cuba oriental demuestra que depende de la fisuración tectónica de las rocas madres y del microclima de la 
localidad, aclara que la tendencia de ese proceso sobre las ultramafitas es única para cada yacimiento, con marcadas 
disimilitudes dentro de una misma región. A conclusiones similares arriban otros autores que analizan la influencia de 
las condiciones microclimáticas y del basamento en la formación de los yacimientos de intemperismo (De Vettler, 
1955; Rodríguez et al, 1987; Llorca, 1993; De Dios y Díaz, 2003; Gleeson et al, 2004, Freyssinet, 2005; Bergues, 
2006; Proenza et al, 2007 y 2010). De estos trabajos se ha deducido que en los YLOC existe un marcado carácter local 
y anisotrópico del comportamiento espacial y de las propiedades fundamentales del producto residual de la 
meteorización. 

En consideración a lo explicado sobre el carácter local de las propiedades en los YLOC, se asume que para una 
dirección específica la probabilidad de ocurrencia de la clase 𝒄𝒊 ∈ 𝑨 en un punto 𝑖, depende sólo de que ocurra la clase 
𝒄𝒋 ∈ 𝑨 en el punto precedente 𝑗. Si se estudia sobre una red de exploración,  𝑗 e 𝑖 constituyen nodos de la red y 
representan puntos del yacimiento. En un mismo sondeo, en la dirección vertical, la distancia entre nodos la determina 
la longitud de los testigos extraídos de la perforación y la cantidad de intervalos muestreados entre ellos. En las 
direcciones horizontales la distancia depende del espaciado de la red en cada dirección específica, en los YLOC se 
utilizan redes cuadradas. El cambio de la clase 𝑐𝑖 en el nodo 𝑖 a la 𝑐𝑗  en el nodo 𝑗 se considera un cambio de estado, 
donde se asume al conjunto 𝑨 como el conjunto de los estados posibles para cada punto del yacimiento. 

Se modelan las transiciones de estados con cadenas de Markov, que consisten en una matriz 𝜋(𝑘) de probabilidades 
condicionales 𝑝𝑖𝑗  entre el estado 𝐴𝑖 en el punto origen y el 𝐴𝑗 en el punto destino en k pasos, a esto se le denomina 
matriz de transferencia y se construye una para cada dirección y para cada intervalo de profundidad del yacimiento de 
acuerdo a la discretización del espacio por planos, para discretizar en la horizontal se toman las divisiones de la rosa 
náutica y el plano vertical en seis secciones. Forman un modelo multimatricial cuya estructura algebraica se expone 
en el anexo A y garantiza la georeferenciación. Para cada combinación de clases existe una distribución de probabilidad 
condicional a lo largo del paso correspondiente a cada dirección (𝑖, 𝑗), en el intervalo (𝜉), lo que genera matrices 
funcionales que se transforman (Berger, 2010) y se obtiene el modelo multimatricial optimizado: 

𝛷(𝑡) = (
𝜙1,1,𝜉(𝑡) … 𝜙1,𝑢,𝜉(𝑡)

⋮ … ⋮
𝜙𝜈,1,𝜉(𝑡) … 𝜙𝜈,𝑢,𝜉(𝑡)

)              (1) 

Una entidad algebraica idéntica a (1) contiene la georeferenciación: 

𝑔(𝑡, 𝑟) = (

𝑔1,1,𝜉(𝑡, 𝑟(𝜑, 𝜃, 𝜌)) ⋯ 𝑔1,𝑢,𝜉(𝑡, 𝑟(𝜑, 𝜃, 𝜌))

⋮ ⋱ ⋮
𝑔𝑣,1,𝜉(𝑡, 𝑟(𝜑, 𝜃, 𝜌)) ⋯ 𝑔𝑣,𝑢,𝜉(𝑡, 𝑟(𝜑, 𝜃, 𝜌))

)          (2) 

El modelo de yacimiento se expresa en: 

𝑿(𝒕, 𝒓) =  𝜱(𝒕) ∘ 𝒈(𝒕, 𝒓)           (𝟑) 
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2.1. Modelo para la optimización de las redes de exploración 
La estrategia de modelado se formaliza matemáticamente de la siguiente forma: dado el objeto O del cual se tienen en 
el momento t un número finito de propiedades (Pk, 𝑘 ∈ ℤ+), con su correspondiente nivel de conocimiento (lk) forman 
el par (Pk,lk) que representa un nivel ℱ(𝑡) de conocimiento de O. Maximizar el conocimiento de O en el momento t 
significa optimizar la relación funcional ℱ(𝑡) = Φ(𝑙1, 𝑙2, 𝑙3,⋯ 𝑙𝑘 , 𝑘, 𝑡), donde lk y Pk se relacionan funcionalmente 
𝑙𝑘 = 𝑙𝑘(𝑃𝑘). Maximizar el conocimiento de O, significa optimizar la serie funcional 𝑆 = 𝑆(ℱ(𝑡𝜍)), 𝜍 ∈ ℤ+. Cuando 
O es un yacimiento, optimizar el funcional ℱ(𝑡) implica optimizar la topología, el error, el número de las etapas y el 
aproximador entre puntos del yacimiento puede ser optimizado en este proceso. En la optimización de las RMEE se 
busca disminuir la cantidad de sondeos y aumentar la información que aporta cada pozo. 

Con la entropía se mide la información que aportan los sondeos en cada dirección de la etapa t (Shannon, 1948):  
ℎ𝑖,𝑗,𝜉(𝑡) = −𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡) ∙ log𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡)        (4) 

El objetivo es minimizar el número de sondeos y maximizar la información entre dos etapas de exploración 
(t, t + Δt), si  Ni,j,ξ(t) es el número de sondeos realizados en cada dirección i, j hasta la etapa t, se deduce la relación 
(5). 

Δℎ𝑖,𝑗,𝜉

Δ𝑁𝑖,𝑗,𝜉
=
ℎ𝑖,𝑗,𝜉(|𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡 + Δ𝑡) − 𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡)|)

𝑁𝑖,𝑗,𝜉(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑁𝑖,𝑗,𝜉(𝑡)
      (5) 

Esta relación aplicada al modelo (1) genera el funcional (6). 

ΔH(Φ(𝑡)) =

(

  
 

Δℎ1,1,𝜉(𝑡)

Δ𝑁1,1,𝜉(𝑡)
…

Δℎ1,𝑢,𝜉(𝑡)

Δ𝑁1,𝑢,𝜉(𝑡)
⋮ … ⋮

Δℎ𝜈,1,𝜉(𝑡)

Δ𝑁𝜈,1,𝜉(𝑡)
…

Δℎ𝜈,𝑢,𝜉(𝑡)

Δ𝑁𝜈,𝑢,𝜉(𝑡))

  
 
 (6) 

El funcional (6) se aplica en la expresión (3) y se obtiene (7): 
ℱ(X(𝑡, r), 𝑡) = ΔH(Φ(𝑡)) ∘ 𝑔(𝑡, 𝑟)             (7); 

que constituye el funcional objetivo para la optimización de las RMEE. 
ℱ(X(𝑡, r), 𝑡) ⟶ máx.       (8) 

La delimitación geográfica del área explorada se modela en la ecuación (8). 
R(t, r) ≤ 0     (9) y 𝑅(𝑡, 𝑟) = 𝑔(𝑡, 𝑟) − Ψ(𝑡, 𝑟) 

Donde Ψ(t, r) contiene las delimitaciones de la zona. Otras propiedades asociadas a la georeferenciación se añaden 
a la optimización con la restricción (10). 

C(t, r) ∘ R(t, r) = B0     (10) 
Donde C(t, r) serán las propiedades y B0 las exigencias a esas propiedades. En caso necesario la restricción (10) 

puede ser una inecuación. Las entidades  𝛹(𝑡, 𝑟), 𝐶(𝑡, 𝑟), 𝑅(𝑡, 𝑟) y  𝐵0 poseen la estructura de (1𝟓𝟖) y (2), la operación 
del producto entre estas entidades “ ∘ ” se expone en el anexo A. 

Las expresiones (8) - (10) constituyen el modelo de optimización de las RMEE. El optimiza la topología, el error 
de cada parámetro definido y el número de las etapas. Se enmarca en los problemas de “programación matemática” 
para los que existen métodos analíticos y numéricos de solución (Sujariev, 1986, Bajvalov et al, 1987). 

Según (6) el núcleo de ℱ(𝑋(𝑡, 𝑟), 𝑡) es el variacional 𝛿𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡) = 𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡 + 𝛥𝑡)− 𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡), el objetivo a lograr en 
cada iteración es la expresión (8) que debe generar el diseño de la ubicación óptima de los nuevos pozos a perforar. Se 
debe tener en cuenta que las iteraciones del modelo no se realizan simuladas, sino que se efectúan los sondeos reales 
en las nuevas localizaciones diseñadas, por ello se analizan en cada etapa los casos siguientes: 

1. 𝛿𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡) ≅ 0. En la dirección 𝑖, 𝑗, 𝜉 se posee iguales valores de probabilidad en las etapas  𝑡 y  𝑡 + Δ𝑡. Esto 
indica que no hubo cambio en el comportamiento probabilístico, por tanto no hubo nuevo aporte de información. 

2. 𝛿𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡) ≅ 1. En la dirección 𝑖, 𝑗, 𝜉 se tiene certeza de que ocurren las combinaciones de clases que expresa 𝜙 
y por tanto la información desaparece. 

3. 𝛿𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡) > 0. Hubo aporte de información en la dirección 𝑖, 𝑗, 𝜉 entre 𝑡 y  𝑡 + Δ𝑡 y generó entropía. Esto 
geológicamente indica que en esa dirección, la zona explorada tiene una estructura probabilística diferente y 
corresponde con un tipo diferente de perfil. 

4. 𝛿𝜙𝑖,𝑗,𝜉(𝑡) < 0. En la dirección 𝑖, 𝑗, 𝜉 el comportamiento probabilístico genera entropía y tiene una interpretación 
similar al caso 3, pero con la particularidad de que siempre puede ocurrir en las primeras iteraciones de sondeos 
hasta que ocurra uno de los casos 1 - 3. 
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Los casos 1 y 2 detienen la exploración en la dirección en que ocurran. En los casos 3 y 4 se divide la búsqueda de 
soluciones en dos sucesos posibles: el que indica la convergencia de aportes de información y el que indica que se 
deben incorporar nuevos puntos de sondeo porque aún existe potencial para la adquisición de información. En el 
segundo suceso se particulariza el análisis a los pozos del último grupo de sondeos. 

En consideración a que el modelo es no paramétrico se construyen varias pruebas binomiales sucesivas que lo 
validan en cada iteración, con ellas se construye el vector de información 𝕀𝑗

𝜉 para cada dirección j y cada metro 𝜉. 

𝕀𝑗
𝜉
= −ℬ𝑖,𝑗,𝜉 (𝛽, 𝑦𝜉

𝑖,𝑗
, 𝑛) ∙ 𝑙𝑜𝑔 (ℬ𝑖,𝑗,𝜉 (𝛽, 𝑦𝜉

𝑖,𝑗
, 𝑛))             (11) 

De (11) se obtiene 𝕀j = ∑ 𝕀j
ξpr

ξ=1  que es la cantidad de información aportada en la dirección  j, este coeficiente 
normalizado mide el aporte de información que se calcula en cada paso de t a t + Δt en la optimización: 

𝒾𝑗(𝑡) =
𝕀𝑗

‖𝕀𝑗‖
    (12) 

La diferencia del coeficiente (12) entre dos etapas se denota Δ𝒾(𝑡) = 𝒾(𝑡 + Δ𝑡) − 𝒾(𝑡), las iteraciones de 
optimización se detienen para la dirección j cuando se alcanza el ajuste máximo, o sea, el error mínimo, lo que equivale 
al cumplimiento de las siguientes condiciones: 

lim
Δ𝑡→∞

Δ𝑗𝒾(𝑡) = 𝒾
0

lim
𝑁(𝑡)→∞

𝐸𝑟 = 0
} (13) 

𝐸𝑟 = (
𝒾𝑗
0

𝑁(𝑡)
) ∙ 100 

Donde 𝐸𝑟 es la eficiencia del sondeo hasta la etapa 𝑡 y permite evaluar cada paso en el desarrollo de la exploración, 
optimizar y evaluar una red ya existente. 

La red se diseña para cumplir las exigencias de categorización establecida, pero sin que ellas impidan obtener la 
densidad óptima. El seccionamiento de las áreas a explorar de acuerdo a criterios geológicos (Vera, 2001), se utiliza 
para acotar la aplicación de la analogía a perfiles típicos ya modelados con (3) en otros yacimientos. El modelo 
almacena la información creada con (1) de forma tipificada, luego se utiliza para generar la ubicación de sondeos y 
realizar pronósticos respecto a las clases patrones en zonas análogas (fig. 1). 

 
Fig. 1. Esquema de aplicación del modelo markoviano para la densificación de la red de exploración 

En el diseño óptimo de la RMEE pueden aparecer los escenarios siguientes: si transcurre por las ramas 1356 
del árbol en la fig. 1, se diseña la ubicación de los primeros puntos del sondeo con un generador aleatorio de las 
posiciones, que responde a las leyes de probabilidad correspondientes a la zona, perfil o comportamiento análogo; si 
el escenario transcurre por las ramas 12456 del árbol en la misma figura, la información cuantitativa y 
cualitativa de la región a explorar que se procesa con el modelo (3). Los nuevos sondeos se ubican con el modelo (8)-
(13), una vez realizados los primeros sondeos se comienza a iterar para optimizar la red. Cuando la simulación es 
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suficiente y se logra una correcta analogía, la ubicación de los sondeos será muy precisa. En ambos casos la 
optimización logrará ajustar el modelo de yacimiento (3) con un mínimo de secuencias. 

La determinación de los nuevos puntos comienza por elegir las direcciones perspectivas en cada iteración, lo cual 
se determina por el grado de entropía (𝜀) en cada dirección. Luego se encuentra en los pozos pivotes del último sondeo 
aquellos que posean mayor entropía, calculada por la distribución de las clases en el perfil de los pivotes. Se utiliza el 
sistema cilíndrico de coordenadas y se calculan (𝜌, 𝜑) de los nuevos sondeos, 𝑧 es la cota de la superficie del terreno. 
El radio (𝜌) se obtiene en función del espaciado de la red en la etapa precedente (𝜏 − 1), proporcional al desarrollo 
entrópico que es diferente en cada dirección y por tanto, no se generan redes con forma regular. El ángulo (𝜑) se 
obtiene de la multiplicación escalar de los vectores de las matrices de transición entre direcciones colindantes, partir 
de un pozo pivote elegido de la etapa precedente. La profundidad de las perforaciones en los YLOC se pronostica con 
el modelo (3). Las coordenadas de cada nuevo pozo serán:  

𝑥𝑖
�̂�ℎ = 𝑥 �̂� + 𝜌𝑖

�̂� . 𝑐𝑜𝑠 𝜑𝑖
�̂� ; 𝑦𝑖

�̂�ℎ = 𝑦 �̂� + 𝜌𝑖
�̂� . 𝑠𝑖𝑛 𝜑𝑖

�̂�     (14) 

 

3. Resultados y discusión  
Para analizar el modelo de optimización de las RMEE se debe analizar cómo se interpreta el modelo Markoviano del 
yacimiento. El análisis se realizará en los yacimientos Punta Gorda, Yagrumaje Norte y Yagrumaje Sur, se utilizarán 
las clases definidas en Peña y Vera (2013) y cuya composición sustancial se expone en los gráficos de la fig. 2. El 
diseño de la red se probará en el bloque O48 del yacimiento Punta Gorda, porque este fue perforado en redes cuadradas 
hasta una densidad de 8 m de lado (R8) y esto permitió utilizar a los pozos reales perforados que se ubican menos 
distantes de los diseñados por el modelo (8)-(13) como pozos óptimos. En la modelación de este bloque, en la dirección 
horizontal, el paso t se extiende a los nueve pozos de la red de 33 m (R33) de lado, para excluir en el modelo la 
información de las redes de 16 m (R16) y R33, con vistas a evaluar la potencia que despliega el modelo (8)-(13). 

 
Fig. 2. Composición de las clases en los tres yacimientos 
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3.1. Interpretación del modelo markoviano 
En la fig. 3 se exponen los gráficos de las probabilidades condicionales que resultan significativas en la dirección 
vertical en los tres yacimientos, de los que se concluye que cuando aparecen en el primer metro del perfil las clases 
asociadas al comportamiento de las menas limoníticas, ellas pronostican hacia la profundidad las clases que se asocian 
a las menas serpentiníticas y a las rocas del basamento. Cada clase genera distribuciones diferentes, acordes con los 
tipos de perfiles de intemperismo que se forman y que definen diferentes combinaciones de clases en el perfil, las 
cuales concuerdan con los modelos conocidos, donde los “ocres inestructurales” y los “ocres estructurales finales” se 
contraponen en el perfil a los “ocres estructurales iniciales” y la roca madre lixiviada (Lavaut, 1987 y 2004; Muñoz et 
al, 2009).  

Lo anterior demuestra que la expresión (3) modeló nítidamente el perfil de los tres yacimientos y almacena las 
distribuciones probabilísticas de la zona modelada. A diferencia de otros modelos utilizados en el diseño de las RMEE 
el modelo (3) permite incorporar y utilizar las propiedades probabilísticas de yacimientos ya estudiados (Vera, 2001 y 
Cuador et al, 2003; Boucher et al, 2005), será más preciso si se combina el método de analogía y un análisis geológico 
profundo. 

Se puede observar en la fig. 3 que después del intervalo 28 se predicen con alta probabilidad las clases asociadas a 
las rocas madres. El comportamiento a esta profundidad se utiliza para determinar la máxima profundidad viable para 
extender el sondeo. El modelo (3) aplicado al bloque O48 del yacimiento Punta Gorda determinó que a partir de esa 
profundidad se pierde el aporte informativo de las distribuciones condicionales de probabilidad de las clases. En este 
bloque el primer metro está compuesto mayoritariamente de la primera clase. Este resultado evita gastos sustanciales 
en la exploración. 

 
Fig. 3. Distribuciones de probabilidad de las clases 1, 2, 3, 4, 6, 7 y 8 desde el primer intervalo en el perfil 

 
En la fig. 4 se observan las distribuciones significativas de probabilidad condicional en la horizontal (𝛼 ≥ 0,1) a lo 

largo del paso  𝑡, ellas marcan las tendencias de comportamientos que se combinan en las diferentes direcciones. La 
tendencia para cada combinación es diferente, se observa que en una dirección y en sentidos opuestos ellas pueden ser 
similares u opuestas, esto muestra que los modelos deben ser específicos en cada dirección y por ello las redes no son 
uniformes. El modelo (3) se precisa con los nuevos sondeos, si se alcanza una alta precisión el pronóstico puede ser 
suficiente para calcular volúmenes en determinados estadíos de la exploración. 
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Fig. 4. Distribuciones de las combinaciones 𝒑𝟏,𝟏(𝝉), 𝒑𝟑,𝟑(𝝉), 𝒑𝟑,𝟐(𝝉),  𝒑𝟐,𝟏(𝝉) en el primer intervalo de los tres 

yacimientos 
 
 
 

3.2. Optimización de la red de exploración en el bloque O48 
 

Tabla I. Cálculo de los vectores 𝔧i(l, ξ). Primera iteración del modelo 
 
 

 N NO O SO S SE E NE 
i 0,95 0,00 0,06 0,00 0,78 0,14 0,00 0,14 

Nota: 0,10; n =28; pozos =9 
 

La optimización en el bloque O48 comienza con una red inicial de nueve pozos (red cuadrada con 100 m de lado) 
y el modelo de los tres yacimientos sin incluir este bloque. Se generan las matrices de diferencias δ𝜙 en ocho 
direcciones Norte (N) Noroeste (NO), Oeste (O), Suroeste (SO), Sur (S), Sureste (SE), Este (E) Noreste (NE), para 
cada metro y cada paso 𝜏. Sólo se describe la primera iteración (𝑡0) por razones obvias de espacio. Para 𝑡0 cuatro 
direcciones superan el nivel de significación 𝜀𝑖 ≥ 𝛾 (tabla I) lo que indica que deben ser densificadas, 𝛾 se elige según 
Palafox (2009). Las direcciones elegidas N, S, SE, NE, se deducen de la tabla ii.  
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Fig. 5. Aporte de información  𝓲(𝒕) y eficiencias 𝑬𝒓 por direcciones en la optimización de la red del bloque O48 
 
Cuatro nuevos pozos fueron el resultado del diseño óptimo en esta iteración del modelo (tabla ii). El pozo elegido 

como pivote, pertenece a la red de 100 m de lado (R100). Los pozos diseñados no se perforaron, se validaron con los 
sondeos más cercanos de la red de 8 m de lado, 
las distancias entre ellos no superan los 5 m y se 
asume este sesgo como aceptable (¡Error! No se 
encuentra el origen de la referencia.). 

Luego el modelo itera hasta converger, el 
resultado se expone en los gráficos ubicados a la 
derecha en la fig. 5. La convergencia es diferente 
en cada dirección, en la quinta iteración las ocho 
direcciones convergen con 32 pozos. La eficiencia tiende a cero con rapidez cuando aumenta el número de pozos, 
fundamentalmente en las direcciones este y noreste en las cuales 𝒾0 se hace constante con rapidez. 

Tabla III. Coordenadas de los pozos diseñados y los reales perforados en la primera iteración del modelo 

 
Pozos Diseñados  Pozo perforado 

𝒅(𝒊, 𝒋) ID Xi Yi Xj Yj 
Pozo pivote 4900,00 5600,00   - BO48_R33_Sb56_P23 

Pozo al oeste 4900,00 5599,99 4900,00 5600,00 0,01 BO48_R33_Sb56_P23 
Pozo al este 4924,69 5620,89 4925,00 5624,67 3,79 BO48_R08_Sb65_P14 

Pozo al noreste 4921,94 5603,85 4925,00 5600,00 4,91 BO48_R08_Sb66_P13 
Pozo al noroeste 4902,03 5595,02 4900,00 5591,33 4,21 BO48_R08_Sb56_P24 

 
En el esquema de la fig. 6 del bloque O48 se observa la coincidencia de los puntos óptimos diseñados con las 

concentraciones de isolíneas y singularidades del relieve, las cuales también se relacionan con las características 
geoquímicas y geológicas de la zona. El diseño óptimo utiliza sólo el 40 % de los pozos que se perforan en la R33, lo 
que muestra la potencialidad del modelo propuesto para adquirir la máxima información con el menor número de 
sondeos (60 % menos). La evaluación del aporte de información de las cuatro redes perforadas en el bloque O48 (R100, 
R33, R16 y R8) se expone en la parte derecha de la fig. 5. Se observa la baja eficiencia en la adquisición de información 
que presentan las redes tradicionales respecto a la densidad del sondeo, los resultados son sustancialmente inferiores 

Tabla II. Entropías y número de muestras calculado para la primera 
iteración del modelo. 

 N NO O SO S SE E NE 
εi 13,0 12,8 12,7 12,6 13,0 12,8 12,7 12,7 
εi

k 9 9 9 9 9 9 9 9 

𝜗𝑖 = |[ℰ𝑖 − ℰ𝑘
𝑖 ]| 4 4 4 4 4 4 4 4 
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respecto a la red optimizada. Es importante notar que en la dirección sur el aporte es idéntico al obtenido en la red 
optimizada y en la sureste es muy similar, lo que indica la potencialidad de aporte de información en estas direcciones. 

   
 

Fig. 6. Isovalores de probabilidad de las combinaciones sobre el bloque O48 con los pozos óptimos diseñados 

 

En la fig. 6 se observa que en la diagonal suroeste-noreste el bloque se divide en dos zonas diferentes por sus cotas, 
esta diferencia de nivel muestra que ocurrieron procesos tectónicos que la originaron y se relacionan con las 
propiedades del material intemperizado que se comprueba de los gráficos del techo y del fondo de las menas los que 
están alineados con el relieve. 

En el bloque O48 se proyectan las distribuciones condicionales de las clases, generadas por el modelo desarrollado 
desde el pozo central en la dirección horizontal ( 

fig. 6). Se nota que las mayores concentraciones de isovalores se alinean de manera paralela (suroeste - noreste) u 
ortogonal (noroeste-sureste) a las líneas de isonivel, para abreviar se graficaron los valores de las combinaciones 
significativas sólo del primer intervalo y del intervalo 28. Las combinaciones de la séptima clase se alinean noroeste-
sureste, mientras que las combinaciones de la primera, la segunda y la tercera clase se alinean suroeste – noreste. 

Los pozos diseñados por el modelo se ubicaron en los puntos de mayor coincidencia de las líneas de isovalores de 
probabilidad, la mayor concentración de sondeos se ubican en la diagonal sureste-noreste, alineados con las diferencias 
de nivel en el bloque. 

Se prueba en cada grupo de sondeos el ajuste del modelo para describir con precisión el yacimiento, el ajuste 
detiene el diseño y la falta de ajuste genera nuevos puntos. Esto coincide con las ideas fundamentales en la optimización 
del muestreo, pues el diseño de los sondeos sigue la distribución de las clases (Berger, 2010). En estos gráficos solo 
se esquematiza el proceso automático de solución del modelo, donde intervienen todas las combinaciones de cada 
intervalo y en cada dirección. 

Las direcciones de mayor aporte de información corresponden a una región del bloque con un relieve particular el 
cual está vinculado al relieve del fondo de las menas (fig. 7). Se observan pequeños cambios de nivel en el relieve que 
se amplifican en el fondo y concuerda con el nivel donde inician y culminan las menas, razón suficiente para generar 
una alta entropía en la ocurrencia de las clases dentro del bloque, la cual es proporcional a las probabilidades. La 
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optimización concentra siete pozos en la zona central alrededor de la diagonal suroeste – noreste, donde los cambios 
de nivel tienen mayores valores. De los siete pozos, tres se ubican sobre la línea de nivel del relieve que separa dos 
regiones en el bloque y los otros pozos en las líneas menores del nivel del relieve y del fondo. 

 
Fig. 7. Esquema de las cotas superiores e inferiores del sondeo y de las menas en el bloque O48 

La correspondencia de los pozos diseñados en la optimización, con las isolíneas de probabilidad de las clases se 
nota en la fig. 6, donde cada pozo coincide con alguna de las siete isolíneas que se han graficado, lo que demuestra 
que la optimización sigue las propiedades probabilísticas de las clases y ubica los pozos en aquellas posiciones que 
garantizan que el modelo se identifique con precisión al yacimiento o la zona modelada para el diseño de las RMEE, 
pues ubica los puntos en las posiciones precisas para adquirir la información del yacimiento. 

 

Conclusiones 

 
Se desarrolló un nuevo modelo matemático de yacimiento, que integra con cadenas de Markov, la clasificación 
sustancial con la estructura espacial del yacimiento. Se mostró la efectividad de este modelo para describir el 
comportamiento en los yacimientos lateríticos, lo que permitió desarrollar un nuevo sistema de modelos para optimizar 
el diseño de las redes del muestreo exploración y explotación, que maximiza en cada dirección la relación entre la 
cantidad de información y el número de sondeos. Un aspecto particular en los modelos obtenidos es que se utiliza la 
entropía para calcular la cantidad de información a partir de las probabilidades condicionales de las cadenas de Markov 
del modelo de yacimiento. Con estos modelos se redujo, en el bloque O48, un 60 % de los pozos utilizados típicamente 
para estimar el comportamiento sustancial. 
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Anexo A. Estructura algebraica del modelo markoviano 
 

Sea la entidad algebraica:   𝚷 = (

𝝅𝟏,𝟏,𝝃 … 𝝅𝟏,𝒖,𝝃
⋮ ⋱ ⋮

𝝅𝝂,𝟏,𝝃 … 𝝅𝝂,𝒖,𝝃

)             (𝟓𝟖)  

La cual está compuesta por los elementos 𝜋𝑖,𝑗,𝜉, los cuales son vectores compuestos por matrices.  

𝝅𝒊,𝒋,𝝃 = (

𝝅𝒊,𝒋,𝟏
⋮

𝝅𝒊,𝒋,𝒑𝒓

); 𝝅𝒊,𝒋,𝟏 = (
𝒑𝟏,𝟏 … 𝒑𝟏,𝒏
⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏 … 𝒑𝒏,𝒏

)   …     𝝅𝒊,𝒋,𝒑𝒓 = (

𝒑𝟏,𝟏 … 𝒑𝟏,𝒏
⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏 … 𝒑𝒏,𝒏

)     (1) 

Se exponen las operaciones de multiplicación de Π por un escalar y entre entidades Π:  
 
Producto por un escalar 
Cada elemento de Π es una matriz cuadrada por ello se pueden multiplicar por un valor escalar 𝑘 ∈ ℜ entonces: 

𝒌 ⋅ 𝚷 = (

𝒌 ∙ 𝝅𝟏,𝟏,𝝃 … 𝒌 ∙ 𝝅𝟏,𝒖,𝝃
⋮ ⋱ ⋮

𝒌 ∙ 𝝅𝝂,𝟏,𝝃 … 𝒌 ∙ 𝝅𝝂,𝒖,𝝃

)           (𝟔𝟑) 

Producto de las entidades 𝚷 
La estructura matricial entidades Π está compuesta de tres capas, su producto se realizará elemento a elemento en cada 
una de sus capas. 

𝚷𝒄 = 𝚷𝒂 ∘ 𝚷𝒃 = (

𝝅𝟏,𝟏,𝝃
𝒂 … 𝝅𝟏,𝒖,𝝃

𝒂

⋮ ⋱ ⋮
𝝅𝝂,𝟏,𝝃
𝒂 … 𝝅𝝂,𝒖,𝝃

𝒂
) ∘ (

𝝅𝟏,𝟏,𝝃
𝒃 … 𝝅𝟏,𝒖,𝝃

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝝅𝝂,𝟏,𝝃
𝒃 … 𝝅𝝂,𝒖,𝝃

𝒃
) = (

𝝅𝟏,𝟏,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝟏,𝟏,𝝃

𝒃 … 𝝅𝟏,𝒖,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝟏,𝒖,𝝃

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝝅𝝂,𝟏,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝝂,𝟏,𝝃

𝒃 … 𝝅𝝂,𝒖,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝝂,𝒖,𝝃

𝒃
)     (𝟔𝟓) 

 
La multiplicación de los vectores 𝜋𝑖,𝑗,𝜉𝑎  y 𝜋𝑖,𝑗,𝜉𝑏  es un producto escalar de vectores donde sus elementos son matrices, 
siguiendo las reglas del producto introducido se obtiene: 

(

𝝅𝟏,𝟏,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝟏,𝟏,𝝃

𝒃 … 𝝅𝟏,𝒖,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝟏,𝒖,𝝃

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝝅𝝂,𝟏,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝝂,𝟏,𝝃

𝒃 … 𝝅𝝂,𝒖,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝝂,𝒖,𝝃

𝒃
) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 (
𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝒏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝒏

𝒃

)

⋮

(

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝒏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝒏

𝒃

)

)

 
 
 
 
 

𝟏,𝟏,𝝃

…

(

 
 
 
 
 (
𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝒏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝒏

𝒃

)

⋮

(

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝒏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝒏

𝒃

)

)

 
 
 
 
 

𝟏,𝒖,𝝃

⋮ ⋱ ⋮

(

 
 
 
 
 (
𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝒏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝒏

𝒃

)

⋮

(

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝒏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝒏

𝒃

)

)

 
 
 
 
 

𝝂,𝟏,𝝃

⋯

(

 
 
 
 
 (
𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝒏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝒏

𝒃

)

⋮

(

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝒏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝒏,𝒏

𝒃

)

)

 
 
 
 
 

𝝂,𝒖,𝝃)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(𝟔𝟔) 

 
 
Pueden multiplicarse dos entidades Π𝑎 y Π𝑏, en una de las cuales los vectores 𝜋𝑖,𝑗,𝜉  no están compuesto de matrices si 
no de escalares, en tal caso la multiplicación de los elementos en la entidad múltiplo, se realizará según la regla de la 
multiplicación de una matriz por un escalar.  
 

En tal caso, suponiendo que 𝜋𝑖,𝑗,𝜉𝑏 = (

𝑓1,1,𝜉
𝑏 … 𝑓1,𝑢,𝜉

𝑏

⋮ ⋱ ⋮
𝑓𝜈,1,𝜉
𝑏 … 𝑓𝜈,𝑢,𝜉

𝑏
), donde 𝑓1,1,𝜉𝑏 = (

𝑓1,1,𝜉
𝑏 (𝑥)

⋮
𝑓1,1,𝑝𝑟
𝑏 (𝑥)

) son funciones escalares o 

simplemente un valor perteneciente a los reales, entonces: 
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(

𝝅𝟏,𝟏,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝟏,𝟏,𝝃

𝒃 … 𝝅𝟏,𝒖,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝟏,𝒖,𝝃

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝝅𝝂,𝟏,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝝂,𝟏,𝝃

𝒃 … 𝝅𝝂,𝒖,𝝃
𝒂 ∘ 𝝅𝝂,𝒖,𝝃

𝒃
) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 (

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝟏,𝟏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝟏,𝟏

𝒃
)

⋮

(

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝟏,𝒑𝒓

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝟏,𝒑𝒓

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝟏,𝒑𝒓

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝟏,𝒑𝒓

𝒃
)

)

 
 
 
 
 

𝟏,𝟏,𝝃

…

(

 
 
 
 
 (

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝒖,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝒖,𝟏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝒖,𝟏

𝒃
)

⋮

(

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝒖,𝒑𝒓

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝒖,𝒑𝒓

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝒖,𝒑𝒓

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝟏,𝒖,𝒑𝒓

𝒃
)

)

 
 
 
 
 

𝟏,𝒖,𝝃

⋮ ⋱ ⋮

(

 
 
 
 
 (

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝟏,𝟏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝟏,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝟏,𝟏

𝒃
)

⋮

(

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝟏,𝒑𝒓

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝟏,𝒑𝒓

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝟏,𝒑𝒓

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝟏,𝒑𝒓

𝒃
)

)

 
 
 
 
 

𝝂,𝟏,𝝃

⋯

(

 
 
 
 
 (

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝒖,𝟏

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝒖,𝟏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝒖,𝟏

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝒖,𝟏

𝒃
)

⋮

(

𝒑𝟏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝒖,𝒑𝒓

𝒃 … 𝒑𝟏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒑𝟏,𝒏

𝒃

⋮ ⋱ ⋮
𝒑𝒏,𝟏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝒖,𝒑𝒓

𝒃 … 𝒑𝒏,𝒏
𝒂 ∙ 𝒇𝝂,𝒖,𝒑𝒓

𝒃
)

)

 
 
 
 
 

𝝂,𝒖,𝝃)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   (𝟔𝟕) 

 
 




